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𝐸!" = 𝑥𝑧𝑤[𝐴m# + 𝑞(𝛼𝑣# − 𝑐#)𝛽 − 𝜆(1 − 𝑠)(u# + h#) + 𝐷#] + (1 − 𝑥)𝑧𝑤[𝑞(𝛼𝑣# − 𝑐#)𝛽

− 𝜆(1 − 𝑠)(u# + h#) + 𝐷#] + 𝑥(1 − 𝑧)𝑤[𝑞(𝛼𝑣# − 𝑐#)𝛽 − 𝜆(1 − 𝑠)(u# + h#)

+ 𝐷#] + 𝑥𝑧(1 − 𝑤)[𝐴m# + 𝑞(𝛼𝑣# − 𝑐#)𝛽 − 𝜆(u# + h#) + 𝐷#] + (1 − 𝑥)(1

− 𝑧)𝑤[𝑞(𝛼𝑣# − 𝑐#)𝛽 − 𝜆(1 − 𝑠)(u# + h#) + 𝐷#] + (1 − 𝑥)𝑧(1 − 𝑤)[𝑞(𝛼𝑣#
− 𝑐#)𝛽 − 𝜆(u# + h#) + 𝐷#] + 𝑥(1 − 𝑧)(1 − 𝑤)[𝑞(𝛼𝑣# − 𝑐#)𝛽 − 𝜆(u# + h#)

+ 𝐷#] + (1 − 𝑥)(1 − 𝑧)(1 − 𝑤)[𝑞(𝛼𝑣# − 𝑐#)𝛽 − 𝜆(u# + h#) + 𝐷#] 

𝐸!# = 𝑥𝑧𝑤(𝑝# − 𝑓#) + (1 − 𝑥)𝑧𝑤(𝑝# − 𝑓#) + 𝑥(1 − 𝑧)𝑤(𝑝# − 𝑓#) + 𝑥𝑧(1 − 𝑤)𝑝# + (1 − 𝑥)(1

− 𝑧)𝑤(−𝑓#) + (1 − 𝑥)𝑧(1 − 𝑤)𝑝# + 𝑥(1 − 𝑧)(1 − 𝑤)𝑝# + (1 − 𝑥)(1 − 𝑧)(1

− 𝑤) × 0 

𝐸!=== = 𝑦𝐸!" + (1 − 𝑦)𝐸!# 

𝐸$" = 𝑥𝑦𝑤[Am% + q(𝛼𝑣% − 𝑐%)𝛽 − 𝜆(1 − s)(u% + h%) + 𝐷%] + (1 − 𝑥)𝑦𝑤[q(𝛼𝑣% − 𝑐%)𝛽 − 𝜆(1

− s)(u% + h%) + 𝐷%] + 𝑥(1 − 𝑦)𝑤[q(𝛼𝑣% − 𝑐%)𝛽 − 𝜆(1 − s)(u% + h%) + 𝐷%]

+ 𝑥𝑦(1 − 𝑤)[Am% + q(𝛼𝑣% − 𝑐%)𝛽 − 𝜆(u% + h%) + 𝐷%] + (1 − 𝑥)(1

− 𝑦)𝑤[q(𝛼𝑣% − 𝑐%)𝛽 − 𝜆(1 − s)(u% + h%) + 𝐷%] + (1 − 𝑥)𝑦(1 − 𝑤)[q(𝛼𝑣%
− 𝑐%)𝛽 − 𝜆(u% + h%) + 𝐷%] + 𝑥(1 − 𝑦)(1 − 𝑤)[q(𝛼𝑣% − 𝑐%)𝛽 − 𝜆(u% + h%)

+ 𝐷%] + (1 − 𝑥)(1 − 𝑦)(1 − 𝑤)[q(𝛼𝑣% − 𝑐%)𝛽 − 𝜆(u% + h%) + 𝐷%] 

𝐸$# = 𝑥𝑦𝑤(𝑝% − 𝑓%) + (1 − 𝑥)𝑦𝑤(𝑝% − 𝑓%) + 𝑥(1 − 𝑦)𝑤(𝑝% − 𝑓%) + 𝑥𝑦(1 − 𝑤)𝑝% + (1 − 𝑥)(1

− 𝑦)𝑤(−𝑓%) + (1 − 𝑥)𝑦(1 − 𝑤)𝑝% + 𝑥(1 − 𝑦)(1 − 𝑤)𝑝% + (1 − 𝑥)(1 − 𝑦)(1

− 𝑤) × 0 

𝐸$=== = 𝑧𝐸$" + (1 − 𝑧)𝐸$# 

𝐸&" = 𝑥𝑦𝑧[(1 + 𝛼𝛽)(B# + B%) − 𝑐' − s𝜆(u# + u% + h# + h%) + 𝐷'] + (1 − 𝑥)𝑦𝑧[(1 + 𝛼𝛽)(B#
+ B%) − 𝑐' − s𝜆(u# + u% + h# + h%) + 𝐷'] + 𝑥(1 − 𝑦)𝑧[(1 + 𝛼𝛽)B% − 𝑐'
− s𝜆(u% + h%) + 𝑓# + 𝐷'] + 𝑥𝑦(1 − 𝑧)[(1 + 𝛼𝛽)B# − 𝑐' − s𝜆(u# + h#) + 𝑓%
+ 𝐷'] + (1 − 𝑥)(1 − 𝑦)𝑧[(1 + 𝛼𝛽)B% − 𝑐' − s𝜆(u% + h%) + 𝑓# + 𝐷'] + (1

− 𝑥)𝑦(1 − 𝑧)[(1 + 𝛼𝛽)B# − 𝑐' − s𝜆(u# + h#) + 𝑓% + 𝐷'] + 𝑥(1 − 𝑦)(1

− 𝑧)(𝑓# + 𝑓% − 𝑐') + (1 − 𝑥)(1 − 𝑦)(1 − 𝑧)(𝑓# + 𝑓% − 𝑐') 

𝐸&# = 𝑥𝑦𝑧 × 0 + (1 − 𝑥)𝑦𝑧 × 0 + 𝑥(1 − 𝑦)𝑧 × 0 + 𝑥𝑦(1 − 𝑧) × 0 + (1 − 𝑥)(1 − 𝑦)𝑧 × 0 + (1

− 𝑥)𝑦(1 − 𝑧) × 0 + 𝑥(1 − 𝑦)(1 − 𝑧) × 0 + (1 − 𝑥)(1 − 𝑦)(1 − 𝑧) × 0 

𝐸&==== = 𝑤𝐸&" + (1 − 𝑤)𝐸&# 

 

  



Jacobian matrix: 

𝐽 =
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⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
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𝜕𝐹(𝑦)
𝜕𝑧
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𝜕𝐹(𝑤)
𝜕𝑤 ⎦
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⎥
⎥
⎥
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⎥
⎥
⎤

	

=

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡ 𝜎" −𝑥[Am" 𝑧 − (𝑓" − 𝑝") (𝑧 − 1)](𝑥 − 1)
−𝑦 OAm# 𝑧 + 𝑝# (𝑧 − 1)P (𝑦 − 1) 𝜎#

−𝑥 OAm" 𝑦 − (𝑓" − 𝑝") (𝑦 − 1)P (𝑥 − 1) 0
−𝑦 OAm# 𝑥 + 𝑝# (𝑥 − 1)P (𝑦 − 1) −𝑦 O𝑓# + 𝜆 𝑠 (ℎ# + 𝑢#)P (𝑦 − 1)

−𝑧 (𝑧 − 1) (𝑝% 𝑦 − 𝑝% + 𝐴 𝑚% 𝑦) −𝑧 (𝑧 − 1) (𝑝% 𝑥 − 𝑝% + 𝐴 𝑚% 𝑥)
0 −𝑧 (𝑧 − 1) (𝑓% + ℎ% 𝜆 𝑠 + 𝜆 𝑠 𝑢%)

𝜎% −𝑧 (𝑧 − 1) (𝑓% + ℎ% 𝜆 𝑠 + 𝜆 𝑠 𝑢%)
𝑤 (𝑤 − 1) (𝑓% − 𝐷' − 𝐵% + 𝐷' 𝑦 − 𝐵% 𝛼 𝛽 + ℎ% 𝜆 𝑠 + 𝜆 𝑠 𝑢%) 𝜎' ⎦

⎥
⎥
⎥
⎤
 

𝜎" = −(2𝑥 − 1)[	𝐷" − 𝜆(ℎ" + 𝑢") + (𝑓"−𝑝")(𝑦 + 𝑧) + 𝑦𝑧(𝐴𝑚" − 𝑓" + 𝑝") + 𝛽𝑞(𝛼𝑣" − 𝑐")] 

𝜎# = −(2𝑦 − 1)[𝐷# + 𝛽𝑞(𝛼𝑣# − 𝑐#) + 𝑓#𝑤 + 𝜆(ℎ# + 𝑢#)(𝑠𝑤 − 1) − 𝑝#𝑥 − 𝑝#𝑧 + 𝑥𝑧(𝐴𝑚#

+ 𝑝#)] 

𝜎% = −(2𝑧 − 1)[	𝐷% + 𝛽𝑞(𝛼𝑣% − 𝑐%) +	𝑓%𝑤 + 𝜆(ℎ% + 𝑢%)(𝑠𝑤 − 1) −	𝑝%(𝑥 + 𝑦) + 𝑥𝑦(𝑝%
+ 𝐴𝑚%)] 

𝜎' = (2𝑤 − 1){𝑐' − 𝑓# − 𝑓% + [𝑓# − 𝐷' + 𝜆𝑠(ℎ# + 𝑢#) − 𝐵#(1 + 𝛼𝛽)]𝑦 + [𝑓% − 𝐷' + 𝜆𝑠(ℎ%
+ 𝑢%) − 𝐵%(1 + 𝛼𝛽)]𝑧 + 𝐷'𝑦𝑧} 

  



Eigenvalue solving process 
E1: (0,0,0,0) 
σ1 = D1 - 𝜆(h1 + u1) + 𝛽q (𝛼v1 - c1)>0 
σ2 = D2 - 𝜆 (h2 + u2) +𝛽q (𝛼v2 - c2)>0 
σ3 = D3 - 𝜆 (h3 + u3) +𝛽q (𝛼v3 - c3)>0 
σ4 = f2 - c4 + f3 Unstable 
 
E2: (0,0,0,1) 
σ1 = D1 - 𝜆(h1 + u1) + 𝛽q (𝛼v1 - c1)>0 
σ2 = D2 + f2 +𝛽q (𝛼v2 - c2) - 𝜆(h2 + u2)(1-s) >0  
σ3 = D3 + f3 +𝛽q (𝛼v3 - c3) - 𝜆(h3 + u3)(1-s) >0 
σ4 = c4 - f2 - f3 Unstable 
 
E3: (0,0,1,0) 
σ1 = D1 - 𝜆(h1 + u1) + 𝛽q (𝛼v1 - c1) + f1 - p1>0 
σ2 = D2 - 𝜆(h2 + u2) +𝛽q (𝛼v2 - c2) - p2 Unstable 
σ3 =  - [D3—𝜆(h3 + u3)+𝛽q(𝛼v3 - c3)]<0 
σ4 = B3( 𝛼𝛽 + 1) - c4 - 𝜆s(h3 + u3)+D4 + f2 Unstable 
 
E4: (0,1,0,0) 
σ1 = D1 - 𝜆(h1 + u1) + 𝛽q (𝛼v1 - c1) + f1 - p1>0 
σ2 = -[D2 —𝜆(h2 + u2)+𝛽q(𝛼v2 - c2)]<0 
σ3 = D3 - 𝜆(h3 + u3) +𝛽q(𝛼v3 - c3)) - p3 Unstable 
σ4 = B2( 𝛼𝛽 + 1) - c4 - 𝜆s(h2 + u2)+D4 + f3 Unstable 
 
E5: (1,0,0,0) 
σ1 = - [D1 -𝜆(h1 + u1)+𝛽q(𝛼v1 - c1)]<0 
σ2 = D2 - 𝜆(h2 + u2) +𝛽q(𝛼v2 - c2) - p2 Unstable 
σ3 = D3 - 𝜆(h3 + u3) +𝛽q(𝛼v3 - c3) - p3 Unstable 
σ4 = f2 - c4 + f3 Unstable 
 
E6: (1,0,0,1) 
σ1 = - [D1 -𝜆(h1 + u1)+𝛽q(𝛼v1 - c1)]<0 
σ2 = D2 +𝛽q(𝛼v2 - c2)- 𝜆(h2 + u2)(1- s) + f2 - p2 Unstable 
σ3 = D3+𝛽q(𝛼v3 - c3)- 𝜆(h3 + u3)(1- s) + f3 - p3 Unstable 
σ4 = c4 - f2 - f3 Unstable 
 
E7: (1,0,1,0) 
σ1 = -[D1 -𝜆(h1 + u1)+𝛽q(𝛼v1 - c1)]+p1-f1<0 
σ2 = D2 - 𝜆(h2 + u2) +𝛽q(𝛼v2 - c2)+ Am2- p2 Unstable 
σ3 = - [D3—𝜆(h3 + u3) +𝛽q(𝛼v3 - c3)]+p3 Unstable 
σ4 = B3( 𝛼𝛽 + 1) -c4- 𝜆s(h3 + u3) +D4+ f2 Unstable 
 
E8: (1,1,0,0) 



σ1 = -[D1 -𝜆(h1 + u1)+𝛽q(𝛼v1 - c1)]+p1-f1<0 
σ2 = - [D2 - 𝜆(h2 + u2) + 𝛽q(𝛼v2 - c2)]+p2 Unstable 
σ3 = D3 - 𝜆(h3 + u3) +𝛽q(𝛼v3 - c3))+Am3- p3 Unstable 
σ4 = B2( 𝛼𝛽 + 1) - c4- 𝜆s(h2 + u2) + D4 + f3 Unstable 
 
E9: (0,1,1,0) 
σ1 =D1 - 𝜆(h1 + u1) +𝛽q(𝛼v1 - c1)+Am1+ f1 - p1>0 
σ2 = - [D2 - 𝜆(h2 + u2) + 𝛽q(𝛼v2 - c2)]+p2 Unstable 
σ3 = - D3 + 𝜆(h3 + u3) + 𝛽q(c3 - 𝛼v3)+p3 Unstable 
σ4 =(B2+B3)(𝛼𝛽+ 1)- 𝜆s(h2 + u2+ h3 + u3)+ D4 - c4>0 
 
E10: (0,1,0,1) 
σ1 = D1 - 𝜆(h1 + u1) +𝛽q(𝛼v1 - c1) + f1 - p1>0 
σ2 = - [D2-𝜆(h2 + u2)(1-s)+ 𝛽q(𝛼v2 - c2)] - f2<0 
σ3 = D3 + 𝛽q(c3 - 𝛼v3)-𝜆(h3 + u3)(1-s) + f3 - p3>0 
σ4 = -B2(𝛼𝛽+1)+𝜆s(h2 + u2)+c4 - D4 - f3 Unstable 
 
E11: (0,0,1,1) 
σ1 = D1 - 𝜆(h1 + u1) +𝛽q(𝛼v1 - c1) + f1 - p1>0 
σ2 = D2-𝜆(h2 + u2)(1-s)+ 𝛽q(𝛼v2 - c2) + f2 - p2>0 
σ3 = - [D3+ 𝛽q(c3 - 𝛼v3)-𝜆(h3 + u3)(1-s)] - f3<0 
σ4 =- B3( 𝛼𝛽 + 1) + 𝜆s(h3 + u3)+c4-D4-f2 Unstable 
 
E12: (1,0,1,1) 
σ1 = - [D1-𝜆(h1 + u1)+𝛽q(𝛼v1 - c1)]+p1 - f1<0 
σ2 = D2 - 𝜆(h2 + u2) + 𝛽q(𝛼v2 - c2)+ f2 + Am2>0 
σ3 = - [D3 + 𝛽q(c3 - 𝛼v3)+𝜆(h3 + u3)(1-s)]+p3 - f3<0 
σ4 =- B3( 𝛼𝛽 + 1) + 𝜆s(h3 + u3)+c4-D4-f2 Unstable 
 
E13: (1,1,0,1) 
σ1 = - [D1-𝜆(h1 + u1)+𝛽q(𝛼v1 - c1)]+p1 - f1<0 
σ2 = - [D2 + 𝛽q(𝛼v2 - c2)-𝜆(h2 + u2)(1-s)]+p2 - f2<0 
σ3 = D3 + βq(c3 - αv3) - λ(h3 + u3) + Am3>0 
σ4 = - B2( 𝛼𝛽 + 1)+𝜆s(h2 + u2)+c4-D4-f3 Unstable 
 
E14: (1,1,1,0) 
σ1 = -[D1-𝜆(h1 + u1)+𝛽q(𝛼v1 - c1)]+p1 - f1- Am1<0 
σ2 =  - [D2 + 𝛽q(𝛼v2 - c2)-𝜆(h2 + u2)]+p2 - Am2 Unstable 
σ3 = - [D3-𝜆(h3 + u3) + βq(αv3-c3) ]+p3- Am3 Unstable 
σ4 = - (B2 + B3)(1 + 𝛼𝛽) + 𝜆s(h2 + u2 + h3 + u3) +c4 - 2D4<0  
(同 E9σ4) 
 
E15: (0,1,1,1) 
σ1 = D1 - 𝜆(h1 + u1) +𝛽q(𝛼v1 - c1)+Am1+ f1 - p1>0 



σ2 = - [D2 + 𝛽q(𝛼v2 - c2)-𝜆(h2 + u2)(1-s)]+p2-f2<0 
σ3 = - [D3 + 𝛽q(𝛼v3 - c3)-𝜆(h3 + u3)(1-s)]+p3-f3<0 
σ4 =-(B2 + B3)(1 + 𝛼𝛽)+𝜆s(h2+u2+h3+u3)-c4-D4+f2+f3 Unstable 
 
E16: (1,1,1,1) 
σ1 = - D1 + 𝜆(h1 + u1) + 𝛽q(c1 - 𝛼v1)+p1- f1 - Am1<0 
σ2 = - D2 +𝜆(h2 + u2)(1-s) + 𝛽q(c2 - 𝛼v2) +p2- f2 - Am2<0 
σ3 = - D3+𝜆(h3 + u3)(1-s)+ 𝛽q(c3 - 𝛼v3) + p3- f3 - Am3<0 
σ4 =- (B2 + B3)(1 + 𝛼𝛽) + 𝜆s(h2 + u2 + h3 + u3) +c4 - 2D4 <0 
 

 
 


