Математическое описание гексапода
Гексаподом на основе платформы Стюарта можно назвать форму манипулятора с шестью степенями свободы, позволяющую обеспечить заданное положение и ориентацию плоскости в окрестности любой точки платформы по трем ее декартовым координатам и проекциям относительно единого нормального вектора. Вектор можно описать как две окружности, вершины которых соединены шестью сегментами переменной длины. Геометрию гексапода можно схематически представить как структуру, состоящую из трех разных частей, одна – неподвижное основание, называемое Базой, вторая – движущаяся поверхность, которая может принимать самые разные положения и ориентацию в зависимости от конкретного расположения вершин, называемая Платформой, и третья часть – шесть сегментов переменной длины, называемые Ногами. Гексапод имеет шесть степеней свободы, что означает, что он может достигать любого положения с любой ориентацией в пространстве. Следовательно, его можно перемещать по трем линейным осям x, y и z (поперечные, продольные и вертикальные перемещения) и вращать вокруг них (тангаж, крен и рыскание).
Основанием считается система отсчета с ортогональными осями x, y, z.
Платформа имеет свои ортогональные координаты , , .
Платформа имеет 6 степеней свободы относительно основания.
Начало координат Платформы может быть определено тремя поступательными смещениями относительно Базы, по одному для каждой оси. Три угловых смещения определяют ориентацию платформы по отношению к основанию. Набор углов Эйлера используется в следующей последовательности:
1. Поворот угла ψ (рыскание) вокруг оси Z.
2. Поворот угла θ (тангаж) вокруг оси Y
3. Поворот угла  (крен) вокруг оси X.
Матрица вращения
Матрица вращения — это математический объект, который изменяет координаты точки в системе отсчета на другую. Если вращение происходит в 2D, то это будет матрица 2 × 2; если в 3D, матрица 3 × 3. Двумерный поворот вокруг начала координат изменяет координаты точки P на плоскости, как показано на рис. 1, где происходит поворот на угол ψ.

где


[image: ]
Рисунок 1 Геометрический вывод координат после поворота осей на угол ψ
Рассмотрим первый поворот ψ (рыскание) вокруг оси z:


Этот 2D-вариант можно расширить до 3D-варианта, добавив переменную  и, таким образом, добавляются еще два поворота. Координаты точки P теперь можно записать как:

где вращение  можно представить вокруг оси . Тогда матрица вращения определяется как:


Тот же результат можно получить и для другого поворота вокруг осей x и y на угол θ и φ соответственно.


Полная матрица вращения Платформы относительно Базы определяется векторным произведением трех матриц вращения:


		(1)

Ноги гексапода математически можно рассматривать как векторы. Векторы являются математическим объектом, описывающим величину, которая может быть хорошо охарактеризована интенсивностью, направлением и положением. В этом случае интенсивность – это длина страт, направление задается тремя углами поворота, а положение всегда положителено, потому что вектор всегда находится в полупространстве z > 0.
На рис. 2 вектор, описывающий i-й отрезок, соединяющий начало координат и точку , равен . Координаты  опорной точки   относительно Базовой системы отсчета задаются следующим уравнением:
					(2)
где T - вектор переноса, задающий позиционное линейное смещение начала координат Платформы относительно структуры Базы, а  - вектор, определяющий координаты точки привязки  относительно основания Платформы.
Вектор, представляющий длину i-й ноги, определяется как:
					(3)
где  - вектор, определяющий координаты нижней опорной точки . С помощью шести таких уравнений можно определить длины всех ножек для достижения желаемого положения и положения платформы.
[image: ]
Рисунок 2 Представление математической модели нагруженной платформы Гексапод
Если длины ветвей достигаются с помощью вращательных сервоприводов, а не линейных сервоприводов, требуется дальнейший расчет для определения угла поворота сервопривода. Каждая комбинация Сервопривод–Нога может быть представлена следующим образом:
[image: ]
Рисунок 3 Представление каждой комбинации сервоприводов
На рисунке 3 представлена схема комбинации сервоприводов гексапода, где:
·  - длина сервопривода отсутствует на рисунке
·  - точки соединения на i-м сервоприводе с координатами  в основе Базы.
·  - точки вращения сервоприводов с координатами  в основе Базы.
·  - точки соединения между рабочими стержнями и платформой  в основе Платформы.
·  - длина рабочей ноги
·  - длина i-й ноги, рассчитанная по формуле 
·  - угол сервопривода от горизонтали
·  - угол плоскости рычага сервопривода относительно оси X (ось вала лежит в плоскости XY, где Z = 0).
[image: ]
Рисунок 4 Расположение четных и нечетных ног гексапода
Точка должна находиться на рычаге сервопривода, но расположение сервоприводов означает, что нечетные и четные ноги гексапода являются отражением друг друга (см. рис. 4). Для четных ног представляем:
					(4)
					(5)
						(6)
И для нечетных ног:



где

По Пифагору мы также имеем:
			(7)
			(8)

Из уравнений выше (7, 8) получаем:


Подставляя вместо , ,  из уравнений (4, 5, 6) получим:

Уравнение выше можно упростить следующим образом:

Что представляет собой уравнение вида:

Используем тригонометрические тождества для суммы синусоидальных волн:

где  , и .
Таким образом, мы имеем другую синусоидальную функцию  со сдвигом фазы :
, где 
Следовательно

				(9)
где



Информация выше необходима для расчета длин эффективных ног и соответствующего угла сервоприводов для обратной кинематики платформы. Но чтобы спроектировать и реализовать платформу гексапода, нужно определить несколько констант, чтобы задать необходимый диапазон движений.
1. Определение исходного положения платформы гексапода. По определению это будет место, где платформа находится на высоте над Базой, и нет никакого другого поступательного или вращательного движения, и выглядит следующим образом:



Точно так же мы определим «исходное» положение, в котором сервоприводы и стержни находятся под прямым углом друг к другу:

			(10)
Поскольку платформа построена симметрично относительно оси Z, уравнение (10) даст один и тот же результат для любой ноги.
2. Мы также можем рассчитать угол сервопривода в исходном положении используя уравнение:

Учитывая симметричную конструкцию платформы, длина ног гексапода в «исходном» положении равна:

		(11)
Угол сервопривода в «исходном» положении может быть задан уравнением (9). Так как у нас есть симметрия, мы можем смотреть только на ногу 2, где β = 0°.
			(12)
где
















Степени свободы устройства
Конфигурацию перемещения платформы гексапода можно разделить на шесть простых движений в трехмерной координате, также называемых шестью степенями свободы (6-DOF). Движения с 6 степенями свободы определяются как перемещения вдоль и вращения вокруг трех осей, специализированные по изгибу (вращению вокруг осей X и Y), перемещению, несоответствию длины и вращению (вращению вокруг оси Z). Чтобы определить степени свободы или подвижности гексапода, его схематизируют в виде кинематической цепи. Это математическая модель сборки твердых тел, используемая для определения количества параметров, определяющих конфигурацию цепи. Отдельный объект в пространстве, если он полностью свободен в движении, имеет шесть степеней свободы, три поступательных и три вращательных, так что это означает, что он может занимать любое положение при любой ориентации в пространстве.
[image: ]
Рисунок 5 Шесть степеней свободы: вперед/назад, вверх/вниз, влево/вправо, вращение, поворот, наклон
Когда рассматривается система из n связанных твердых тел, она имеет  степеней свободы, но также имеет ограничения из-за связей, соединяющих эти тела, которые уменьшают степени свободы системы. Вся конструкция должна рассматриваться как еще одно тело системы, чтобы быть независимой по своему положению в фиксированной системе координат. Это означает, что  - количество твердых тел в системе. Количество ограничений , которые накладывает шарнир с точки зрения степеней свободы шарнира, равно , где  - степени свободы шарнира. Результирующая подвижность, определяемая этими двумя компонентами, n твердыми телами и  соединениями, равна:
			(13)
В случае устройства гексапода, где База зафиксирована и не считается среди движущихся тел, число твердых тел равно n = 13, а именно Платформа и по два шарнира, соединяющие каждую из шести ног. На самом деле каждую ногу следует рассматривать как две структуры, которые скользят одна внутри другой, чтобы изменить длину самой ноги. Соединение между двумя частями линейного сервопривода, имеет только две степени свободы: поступательную вдоль направления ноги и вращательную вокруг этой оси. Таким образом, для шарниров между двумя концами сервоприводов . Шарниры, соединяющие сервоприводы с Базой и Платформой, представляют собой универсальные шарниры, показанные на рис. 6, которые имеют две вращательные степени свободы и не имеют поступательного движения. Вращательные степени свободы карданного шарнира дополняются степенями свободы сервопривода. Также в этом случае.
[image: ] 
[image: ]
Рисунок 6 Универсальные шарниры двух вращательных степеней свободы
Если,  для всех шарниров, учитывая три места соединения (линейный сервопривод и два универсальных шарнира) для всех шести ног гексапода,. Используя эти значения в уравнении 13, подвижность гексапода .
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