
Appendix 

 

𝐄𝐈(𝐢−𝟏) = −𝛍𝐑𝐩𝐢𝐄𝐅(𝐢−𝟏) 𝐜𝐨𝐬�𝐪𝐢−𝟏�𝐝−𝐱𝐅(𝐢−𝟏)��+𝛍𝐑𝐪𝐢−𝟏𝐄𝐅(𝐢−𝟏) 𝐬𝐢𝐧�𝐪𝐢−𝟏�𝐝−𝐱𝐅(𝐢−𝟏)��
𝛍(𝐑−𝟏)𝟐𝐩𝐢 𝐞𝐱𝐩(−𝐩𝐢𝐰)                  (A1a) 

𝐄𝐈(𝐢−𝟏) = −𝛍𝐑𝐩𝐢𝐄𝐅(𝐢−𝟏) 𝐬𝐢𝐧𝐡�𝐐𝐢−𝟏�𝐝−𝐱𝐅(𝐢−𝟏)��−𝛍𝐑𝐐𝐢−𝟏𝐄𝐅(𝐢−𝟏) 𝐜𝐨𝐬𝐡�𝐐𝐢−𝟏�𝐝−𝐱𝐅(𝐢−𝟏)��
𝛍(𝐑−𝟏)𝟐𝐩𝐢 𝐞𝐱𝐩(−𝐩𝐢𝐰)              (A1b) 

𝐄𝐈(𝐢−𝟐) = −𝛍𝐑𝐩𝐢𝐄𝐅(𝐢−𝟏) 𝐜𝐨𝐬�𝐪𝐢−𝟏�𝐝−𝐱𝐅(𝐢−𝟏)��−𝛍𝐑𝐪𝐢−𝟏𝐄𝐅(𝐢−𝟏) 𝐬𝐢𝐧�𝐪𝐢−𝟏�𝐝−𝐱𝐅(𝐢−𝟏)��
𝛍(𝐑−𝟏)𝟐𝐩𝐢

                 (A2a) 

𝐄𝐈(𝐢−𝟐) = −𝛍𝐑𝐩𝐢𝐄𝐅(𝐢−𝟏) 𝐬𝐢𝐧𝐡�𝐐𝐢−𝟏�𝐝−𝐱𝐅(𝐢−𝟏)��+𝛍𝐑𝐐𝐢−𝟏𝐄𝐅(𝐢−𝟏) 𝐜𝐨𝐬𝐡�𝐐𝐢−𝟏�𝐝−𝐱𝐅(𝐢−𝟏)��
𝛍(𝐑−𝟏)𝟐𝐩𝐢

             (A2b) 

𝐱𝐅𝐢 = 𝟏
𝐩𝐢
𝐭𝐚𝐧−𝟏 �𝛍(𝐢−𝟏)𝐩(𝐢−𝟏)�𝐄𝐈(𝐢−𝟑) 𝐞𝐱𝐩(−𝐩𝐢−𝟏𝐰)−𝐄𝐈(𝐢−𝟐)�

𝛍𝐢𝐩𝐢�𝐄𝐈(𝐢−𝟑) 𝐞𝐱𝐩(−𝐩𝐢−𝟏𝐰)+𝐄𝐈(𝐢−𝟐)�
�                              (A3a) 

𝐱𝐅𝐢 = −𝟏
𝐩𝐢
𝐭𝐚𝐧𝐡−𝟏 �𝛍(𝐢−𝟏)𝐩𝐢�𝐄𝐈(𝐢−𝟑) 𝐞𝐱𝐩(−𝐩𝐢−𝟏𝐰)+𝐄𝐈(𝐢−𝟐)�

𝐩𝐢−𝟏𝛍𝐢�𝐄𝐈(𝐢−𝟑) 𝐞𝐱𝐩(−𝐩𝐢−𝟏𝐰)−𝐄𝐈(𝐢−𝟐)�
�                               (A3b) 

𝐄𝐅𝐢 = −𝛍𝐢𝐄𝐈(𝐢−𝟑) 𝐞𝐱𝐩(−𝐩𝐢−𝟏𝐰)−𝛍𝐢𝐄𝐈(𝐢−𝟐)

𝛍(𝐢−𝟏) 𝐜𝐨𝐬(𝐪𝐢𝐱𝐅𝐢)
                                          (A4a) 

𝐄𝐅𝐢 = −𝛍𝐢𝐄𝐈(𝐢−𝟑) 𝐞𝐱𝐩(−𝐩𝐢−𝟏𝐰)−𝛍𝐢𝐄𝐈(𝐢−𝟐)

𝛍(𝐢−𝟏) 𝐬𝐢𝐧𝐡(𝐐𝐢𝐱𝐅𝐢)
                                            (A4b) 

𝐱𝐅𝟐 = 𝟏
𝐩𝟐
𝐭𝐚𝐧−𝟏 �𝐩𝟏

𝐪𝟐

𝛍(𝐢−𝟏)

𝛍𝐢
�                                                   (A5a) 

𝐱𝐅𝟐 = −𝟏
𝐐𝟐
𝐭𝐚𝐧𝐡−𝟏 �𝐐𝟐

𝐩𝟏

𝛍(𝐢−𝟏)

𝛍𝐢
�                                                 (A5b) 

𝐄𝐅𝟐 = 𝐄𝐒
𝐜𝐨𝐬(𝐪𝟐𝐱𝐅𝟐)                                                          (A6a) 

𝐄𝐅𝟐 = 𝐄𝐒
𝐬𝐢𝐧𝐡(𝐐𝟐𝐱𝐅𝟐)                                                          (A6b) 

 

In the localized arbitrary nonlinear guiding layer 
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For m ≥ 7, R∈{4,6,8,…,m-3} 

 

𝐊𝐑 = 𝐤𝟎𝟐𝐄𝐈(𝐑−𝟏)
𝟐 �( 𝛍𝐑

𝛍(𝐑+𝟏)
)𝟐�𝛃𝟐 − 𝛆(𝐑+𝟏)𝛍(𝐑+𝟏)� + (𝛆𝐑𝛍𝐑−𝛃𝟐) +

𝛂𝐑𝐄𝐈(𝐑−𝟏)
𝟐

𝟐
� + 𝐤𝟎𝟐𝐄𝐈𝐑𝟐 𝐞𝐱𝐩�−𝟐𝐩(𝐑+𝟏)𝐰�

× �( 𝛍𝐑
𝛍(𝐑+𝟏)

)𝟐�𝛃𝟐 − 𝛆(𝐑+𝟏)𝛍(𝐑+𝟏)� + (𝛆𝐑𝛍𝐑−𝛃𝟐) + 𝛂𝐑𝐄𝐈𝐑
𝟐

𝟐
𝐞𝐱𝐩 �−𝟐𝐩(𝐑+𝟏)𝐰��

+𝟐𝐄𝐈(𝐑−𝟏)𝐄𝐈𝐑𝐤𝟎𝟐 𝐞𝐱𝐩�−𝐩(𝐑+𝟏)𝐰� × �𝛆𝐑𝛍𝐑 − 𝟐𝛃𝟐 + 𝛆(𝐑+𝟏)𝛍(𝐑+𝟏) + 𝟑
𝟐
𝛂𝐑� �× 𝐄𝐈(𝐑−𝟏)𝐄𝐈𝐑 𝐞𝐱𝐩�−𝐩(𝐑+𝟏)𝐰��

+𝟐𝛂𝐑𝐄𝐈(𝐑−𝟏)𝐄𝐈𝐑𝐤𝟎𝟐 𝐞𝐱𝐩�−𝐩(𝐑+𝟏)𝐰� × �𝐄𝐈(𝐑−𝟏)
𝟐 + 𝐄𝐈𝐑𝟐 𝐞𝐱𝐩�−𝟐𝐩(𝐑+𝟏)𝐰��

         

    (A8) 

 𝐱𝟎𝐑 = 𝐜𝐧−𝟏 �𝐄𝐈(𝐑−𝟑)𝐞𝐱𝐩 �−𝐩(𝐑−𝟏)�+𝐄𝐈(𝐑−𝟐)

𝐛𝐑
� −𝛍𝐑
𝛍(𝐑−𝟏)

��                               (A9) 

𝐄𝐈𝐑 = 𝟏
𝟐

{−𝐀𝐑
𝛍𝐑

𝛍(𝐑−𝟏)
�𝚫𝟏𝐬𝐧(𝐀𝐑𝐝)𝐝𝐧(𝐀𝐑𝐝) �𝟏 − 𝐥𝐑 �𝟏 −

𝚫𝟏
𝟐

𝐛𝐑
𝟐�� − 𝚫𝟏𝐥𝐑𝐬𝐧(𝐀𝐑𝐝)𝐜𝐧𝟐(𝐀𝐑𝐝)𝐝𝐧(𝐀𝐑𝐝) �𝟏 − 𝚫𝟏

𝟐

𝐛𝐑
𝟐��

�+ �𝐝𝐧𝟐(𝐀𝐑𝐝)𝐜𝐧(𝐀𝐑𝐝) − 𝐥𝐑𝐬𝐧𝟐(𝐀𝐑𝐝)𝐜𝐧(𝐀𝐑𝐝) 𝚫𝟏
𝟐

𝐛𝐑
𝟐�

𝚫𝟐𝐩(𝐑−𝟏)

𝐀𝐑
� /

2𝐩(𝐑+𝟏) �𝟏 − 𝐥𝐑𝐬𝐧𝟐(𝐀𝐑𝐝) �𝟏 − 𝚫𝟏
𝟐

𝐛𝐑
𝟐��

𝟐
− 𝛍𝐑

𝛍(𝐑−𝟏)
�𝐜𝐧(𝐀𝐑𝐝)𝚫𝟏 − 𝐬𝐧(𝐀𝐑𝐝)𝐝𝐧(𝐀𝐑𝐝) 𝚫𝟐𝐩(𝐑−𝟏)

𝐀𝐑
� /

��𝟏 − 𝐥𝐑𝐬𝐧𝟐(𝐀𝐑𝐝) �𝟏 − 𝚫𝟏
𝟐

𝐛𝐑
𝟐���

  

             (A10) 

𝐄𝐈(𝐑−𝟏) = 𝟏
𝟐𝐞𝐱𝐩 �𝐩(𝐑+𝟏)𝐰�

× �−𝐀𝐑
𝛍𝐑

𝛍(𝐑−𝟏)
�𝚫𝟏𝐬𝐧(𝐀𝐑𝐝)𝐝𝐧(𝐀𝐑𝐝) �𝟏 − 𝐥𝐑 �𝟏 −

𝚫𝟏
𝟐

𝐛𝐑
𝟐�� − 𝚫𝟏𝐥𝐑𝐬𝐧 (𝐀𝐑𝐝)𝐜𝐧𝟐(𝐀𝐑𝐝)𝐝𝐧(𝐀𝐑𝐝) �𝟏 − 𝚫𝟏

𝟐

𝐛𝐑
𝟐���

�+ �𝐝𝐧𝟐 (𝐀𝐑𝐝)𝐜𝐧(𝐀𝐑𝐝) − 𝐥𝐑𝐬𝐧𝟐(𝐀𝐑𝐝)𝐜𝐧(𝐀𝐑𝐝) 𝚫𝟏
𝟐

𝐛𝐑
𝟐�

𝚫𝟐𝐩(𝐑−𝟏)

𝐀𝐑
� /

2𝐩(𝐑+𝟏) �𝟏 − 𝐥𝐑𝐬𝐧𝟐(𝐀𝐑𝐝) �𝟏 − 𝚫𝟏
𝟐

𝐛𝐑
𝟐��

𝟐
− 𝛍𝐑

𝛍(𝐑−𝟏)
�𝐜𝐧(𝐀𝐑𝐝)𝚫𝟏 − 𝐬𝐧(𝐀𝐑𝐝)𝐝𝐧(𝐀𝐑𝐝) 𝚫𝟐𝐩(𝐑−𝟏)

𝐀𝐑
� /

��𝟏 − 𝐥𝐑𝐬𝐧𝟐(𝐀𝐑𝐝) �𝟏 − 𝚫𝟏
𝟐

𝐛𝐑
𝟐���                                                                                                                                                            

 (A11) 

 𝚫𝟏 = −𝛍𝐑𝐄𝐈(𝐑−𝟑) 𝐞𝐱𝐩�−𝐩(𝐑−𝟏)𝐰� − 𝛍𝐑𝐄𝐈(𝐑−𝟐) 

 𝚫𝟐 = −𝛍𝐑𝐄𝐈(𝐑−𝟑) 𝐞𝐱𝐩�−𝐩(𝐑−𝟏)𝐰� + 𝛍𝐑𝐄𝐈(𝐑−𝟐) 

 𝐄𝐈(𝐑−𝟑) = −𝛍𝐑𝐩(𝐑−𝟏)𝐄𝐅(𝐑−𝟐) 𝐜𝐨𝐬�𝐪(𝐑−𝟐)�𝐝−𝐱𝐅(𝐑−𝟐)��+𝛍𝐑𝐪(𝐑−𝟐)𝐄𝐅(𝐑−𝟐) 𝐬𝐢𝐧�𝐪(𝐑−𝟐)�𝐝−𝐱𝐅(𝐑−𝟐)��
𝛍(𝐑−𝟏)𝟐𝐩(𝐑−𝟏) 𝐞𝐱𝐩�−𝐩(𝐑−𝟏)𝐰�

     (A12a) 

 𝐄𝐈(𝐑−𝟑) = −𝛍𝐑𝐩(𝐑−𝟏)𝐄𝐅(𝐑−𝟐) 𝐬𝐢𝐧𝐡�𝐐(𝐑−𝟐)�𝐝−𝐱𝐅(𝐑−𝟐)��−𝛍𝐑𝐐(𝐑−𝟐)𝐄𝐅(𝐑−𝟐) 𝐜𝐨𝐬𝐡�𝐐(𝐑−𝟐)�𝐝−𝐱𝐅(𝐑−𝟐)��
𝛍(𝐑−𝟏)𝟐𝐩(𝐑−𝟏) 𝐞𝐱𝐩�−𝐩(𝐑−𝟏)𝐰�

    

(A12b) 

 𝐄𝐈(𝐑−𝟐) = −𝛍𝐑𝐩(𝐑−𝟏)𝐄𝐅(𝐑−𝟐) 𝐜𝐨𝐬�𝐪(𝐑−𝟐)�𝐝−𝐱𝐅(𝐑−𝟐)��−𝛍𝐑𝐪(𝐑−𝟐)𝐄𝐅(𝐑−𝟐) 𝐬𝐢𝐧�𝐪(𝐑−𝟐)�𝐝−𝐱𝐅(𝐑−𝟏)��
𝛍(𝐑−𝟏)𝟐𝐩𝐑

     (A13a) 



 𝐄𝐈(𝐑−𝟐) = −𝛍𝐑𝐩(𝐑−𝟏)𝐄𝐅(𝐑−𝟐) 𝐬𝐢𝐧𝐡�𝐐(𝐑−𝟐)�𝐝−𝐱𝐅(𝐑−𝟐)��+𝛍𝐑𝐐(𝐑−𝟐)𝐄𝐅(𝐑−𝟐) 𝐜𝐨𝐬𝐡�𝐐(𝐑−𝟐)�𝐝−𝐱𝐅(𝐑−𝟏)��
𝛍(𝐑−𝟏)𝟐𝐩𝐑

  

(A13b) 

 𝐄𝐂 = 𝐄𝐅(𝐦−𝟏)

𝐜𝐨𝐬�𝐪(𝐦−𝟏)�𝐝−𝐱𝐅(𝐦−𝟏)��
                                             (A14a) 

 𝐄𝐂 = 𝐄𝐅(𝐦−𝟏)

𝐬𝐢𝐧𝐡�𝐐(𝐦−𝟏)�𝐝−𝐱𝐅(𝐦−𝟏)��
                                            (A14b) 

 

For m ≥ 7, R=2 

 

 𝐊𝟐 = 𝐤𝟎𝟐𝐄𝐒𝟐 �(𝛍𝟐
𝛍𝟏

)𝟐(𝛃𝟐 − 𝛆𝟏𝛍𝟏) + (𝛆𝟐𝛍𝟐−𝛃𝟐) + 𝛂𝟐𝐄𝐒
𝟐

𝟐
�                         (A15) 

 𝐱𝟎𝟐 = 𝟏
𝐀𝟐
𝐜𝐧−𝟏 �𝐄𝐒

𝐛𝟐

𝛍𝟐
𝛍𝟏
�                                                  (A16) 

𝐄𝐈𝟏 =
�−𝛍𝟏𝐀𝟐𝐄𝐒 �𝟏 − 𝐥𝟐 �𝟏 −

𝐄𝐒
𝟐

𝐛𝟐
𝟐�� −

𝐥𝟐 �𝟏 −
𝐄𝐒
𝟐

𝐛𝟐
𝟐� 𝐜𝐧𝟐(𝐀𝟐𝐝) 𝐬𝐧(𝐀𝟐𝐝)𝐝𝐧(𝐀𝟐𝐝) − 𝐀𝟐𝐄𝐒𝐩𝟏𝐜𝐧(𝐀𝟐𝐝) �𝐝𝐧𝟐(𝐀𝟐𝐝) −

𝐥𝟐
𝐄𝐒
𝟐

𝐛𝟐
𝟐 𝐬𝐧𝟐(𝐀𝟐𝐝)�� /

𝟐𝐩𝟑𝛍𝟐 �𝟏 −

𝐥𝟐𝐬𝐧𝟐(𝐀𝟐𝐝) �𝟏 −
𝐄𝐒
𝟐

𝐛𝟐
𝟐��

𝟐
−𝛍𝟏 [𝐄𝐬𝐜𝐧(𝐀𝟐𝐝) + 𝐄𝐒𝐩𝟏𝐬𝐧(𝐀𝟐𝐝)𝐝𝐧(𝐀𝟐𝐝)] 𝟐𝛍𝟐 �𝟏 − 𝐥𝟐𝐬𝐧𝟐(𝐀𝟐𝐝) �𝟏 − 𝐄𝐬𝟐

𝐛𝟐
𝟐���       

(A17) 

𝐄𝐈𝟐 = 𝟏
𝐞𝐱𝐩 (−𝐩𝟑𝐰)��−𝛍𝟏𝐀𝟐𝐄𝐒 �𝟏 − 𝐥𝟐 �𝟏 −

𝐄𝐒
𝟐

𝐛𝟐
𝟐�� − 𝐥𝟐 �𝟏 −

𝐄𝐒
𝟐

𝐛𝟐
𝟐� 𝐜𝐧𝟐(𝐀𝟐𝐝) 𝐬𝐧(𝐀𝟐𝐝)𝐝𝐧(𝐀𝟐𝐝) −

𝐀𝟐𝐄𝐒𝐩𝟏𝐜𝐧(𝐀𝟐𝐝) �𝐝𝐧𝟐(𝐀𝟐𝐝) − 𝐥𝟐
𝐄𝐒
𝟐

𝐛𝟐
𝟐 𝐬𝐧𝟐(𝐀𝟐𝐝)�� /

𝟐𝐩𝟑𝛍𝟐 �𝟏 −

𝐥𝟐𝐬𝐧𝟐(𝐀𝟐𝐝) �𝟏 −
𝐄𝐒
𝟐

𝐛𝟐
𝟐��

𝟐
−𝛍𝟏 [𝐄𝐬𝐜𝐧(𝐀𝟐𝐝) + 𝐄𝐒𝐩𝟏𝐬𝐧(𝐀𝟐𝐝)𝐝𝐧(𝐀𝟐𝐝)] 𝟐𝛍𝟐 �𝟏 − 𝐥𝟐𝐬𝐧𝟐(𝐀𝟐𝐝) �𝟏 − 𝐄𝐬𝟐

𝐛𝟐
𝟐��� � (A18) 

 𝐄𝐂 = 𝐄𝐅(𝐦−𝟏)

𝐜𝐨𝐬�𝐪(𝐦−𝟏)�𝐝−𝐱𝐅(𝐦−𝟏)��
                                             (A19a) 

 𝐄𝐂 = 𝐄𝐅(𝐦−𝟏)

𝐬𝐢𝐧𝐡�𝐐(𝐦−𝟏)�𝐝−𝐱𝐅(𝐦−𝟏)��
                                            (A19b) 

 



For m ≥ 7, R=m-1 

 

𝐊𝐦−𝟏 = 𝐤𝟎𝟐𝐄𝐜𝟐 �(𝛍𝐦−𝟏
𝛍𝐦

)𝟐(𝛃𝟐 − 𝛆𝐦𝛍𝐦) + (𝛆(𝐦−𝟏)𝛍(𝐦−𝟏)−𝛃𝟐) + 𝛂(𝐦−𝟏)𝐄𝐜𝟐

𝟐
�             (A20) 

 𝐗𝟎(𝐦−𝟏) = 𝐜𝐧−𝟏 �−𝛍(𝐦−𝟑)𝐄𝐈(𝐦−𝟒) 𝐞𝐱𝐩(−𝐩𝐦−𝟐)−𝛍(𝐦−𝟑)𝐄𝐈(𝐦−𝟑)

𝛍(𝐦−𝟐)𝐛𝐦−𝟏
�                      (A21) 

𝐄𝐂 =
{−𝛍(𝐦−𝟑)𝐜𝐧(𝐀𝐦−𝟏𝐝)�𝐄𝐈(𝐦−𝟒) 𝐞𝐱𝐩(−𝐩𝐦−𝟐𝐰) + 𝐄𝐈(𝐦−𝟑)� −

𝐬𝐧(𝐀𝐦−𝟏𝐝)𝐝𝐧(𝐀𝐦−𝟏𝐝) 𝐄𝐈(𝐦−𝟒) 𝐞𝐱𝐩(−𝐩𝐦−𝟐𝐰)−𝐄𝐈(𝐦−𝟑)

𝐩𝐦−𝟐𝐀𝐦−𝟏
}/𝛍(𝐦−𝟐) �𝟏 − 𝐥𝐦−𝟏𝐬𝐧2(𝐀𝐦−𝟏𝐝) �𝟏 −

�𝐄𝐈(𝐦−𝟒) 𝐞𝐱𝐩(−𝐩𝐦−𝟐𝐰)−𝐄𝐈(𝐦−𝟑)

𝐛𝐦−𝟏
�
𝟐
��                                              (A22) 

 

For m = 3, R=2 

 

 𝐊𝟐 = 𝐤𝟎𝟐𝐄𝐒𝟐 �(𝛍𝟐
𝛍𝟏

)𝟐(𝛃𝟐 − 𝛆𝟏𝛍𝟏) + (𝛆𝟐𝛍𝟐−𝛃𝟐) + 𝛂𝟐𝐄𝐒
𝟐

𝟐
�                         (A23) 

 𝐱𝟎𝟐 = 𝟏
𝐀𝟐
𝐜𝐧−𝟏 �𝐄𝐒

𝐛𝟐

𝛍𝟐
𝛍𝟏
�                                                  (A24) 

 𝐄𝐂 =
𝐜𝐧�(𝐀𝟐�𝐝)𝐄𝐒

𝐛𝟐
+𝐬𝐧�(𝐀𝟐𝐝�)�𝐝𝐧(𝐀𝟐�𝐝)𝐄𝐒𝐪𝐒

𝐀𝟐𝐛𝟐

𝟏−𝐥𝟐𝐬𝐧𝟐�(𝐀𝟐�𝐝)��𝟏−
𝐄𝐒
𝟐

𝐛𝟐
𝟐
��

                                          (A25) 

 

For m = 5, R=2 

 

 𝐊𝟐 = 𝐤𝟎𝟐𝐄𝐒𝟐 �(𝛍𝟐
𝛍𝟏

)𝟐(𝛃𝟐 − 𝛆𝟏𝛍𝟏) + (𝛆𝟐𝛍𝟐−𝛃𝟐) + 𝛂𝟐𝐄𝐒
𝟐

𝟐
�                         (A26) 

 𝐱𝟎𝟐 = 𝟏
𝐀𝟐

cn−1 �𝐄𝐬
𝐛𝟐

𝛍𝟐
𝛍𝟏
�                                                 (A27) 

 𝐱𝐅𝟒 = 𝟏
𝐩𝟒
𝐭𝐚𝐧−𝟏 �𝛍𝟑𝐩𝟑(𝐄𝐈𝟏 𝐞𝐱𝐩(−𝐩𝟑𝐰)−𝐄𝐈𝟐)

𝛍𝟒𝐩𝟒(𝐄𝐈𝟏 𝐞𝐱𝐩(−𝐩𝟑𝐰)+𝐄𝐈𝟐)�                                    (A28a) 

 𝐱𝐅𝟒 = −𝟏
𝐩𝟒
𝐭𝐚𝐧𝐡−𝟏 �𝛍𝟑𝐩𝟒(𝐄𝐈𝟏 𝐞𝐱𝐩(−𝐩𝟑𝐰)+𝐄𝐈𝟐)

𝛍𝟒𝐩𝟑(𝐄𝐈𝟏 𝐞𝐱𝐩(−𝐩𝟑𝐰)−𝐄𝐈𝟐)�                                (A28b) 

 𝐄𝐅𝟒 = −𝛍𝟑𝐄𝐈𝟏 𝐞𝐱𝐩(−𝐩𝟑)−𝛍𝟑𝐄𝐈𝟐
𝛍𝟒𝐜𝐨𝐬(𝐪𝟒𝐱𝐅𝟒)                                              (A29a) 

 𝐄𝐅𝟒 = −𝛍𝟑𝐄𝐈𝟏 𝐞𝐱𝐩(−𝐩𝟑)−𝛍𝟑𝐄𝐈𝟐
𝛍𝟒 𝐬𝐢𝐧𝐡(𝐐𝟒𝐱𝐅𝟒)                                             (A29b) 



 𝐄𝐂 = 𝐄𝐅𝟒
𝐜𝐨𝐬[𝐪𝟒(𝐝−𝐱𝐅𝟒)]                                                     (A30a) 

 𝐄𝐂 = 𝐄𝐅𝟒
𝐬𝐢𝐧𝐡[𝐐𝟒(𝐝−𝐱𝐅𝟒)]                                                    (A30b) 

𝐄𝐈𝟏 =
�−𝐀𝟐𝐄𝐒

𝛍𝟐
𝛍𝟏
�𝟏 − 𝐥𝟐 �𝟏 −

𝐄𝐒
𝟐

𝐛𝟐
𝟐��−𝐥𝟐 �𝟏 −

𝐄𝐒
𝟐

𝐛𝟐
𝟐� 𝐜𝐧𝟐(𝐀𝟐𝐝) 𝐬𝐧(𝐀𝟐𝐝)𝐝𝐧(𝐀𝟐𝐝) −

𝐀𝟐𝐄𝐒𝐩𝟏𝐜𝐧(𝐀𝟐𝐝) �𝐝𝐧𝟐(𝐀𝟐𝐝) − 𝐥𝟐
𝐄𝐒
𝟐

𝐛𝟐
𝟐 𝐬𝐧𝟐(𝐀𝟐𝐝)�� /𝟐𝐩𝟑 �𝟏 − 𝐥𝟐𝐬𝐧𝟐(𝐀𝟐𝐝) �𝟏 − 𝐄𝐒

𝟐

𝐛𝟐
𝟐��

𝟐
−

𝛍𝟐
𝛍𝟏
�[𝐄𝐬𝐜𝐧(𝐀𝟐𝐝) + 𝐄𝐒𝐩𝟏𝐬𝐧(𝐀𝟐𝐝)𝐝𝐧(𝐀𝟐𝐝)] 𝟐 �𝟏 − 𝐥𝟐𝐬𝐧𝟐(𝐀𝟐𝐝) �𝟏 − 𝐄𝐬𝟐

𝐛𝟐
𝟐��� �         (A31a) 

𝐄𝐈𝟐 = 𝟏
𝐞𝐱𝐩 (−𝐩𝟑𝐰)��−𝐀𝟐𝐄𝐒

𝛍𝟐
𝛍𝟏
�𝟏 − 𝐥𝟐 �𝟏 −

𝐄𝐒
𝟐

𝐛𝟐
𝟐�� − 𝐥𝟐 �𝟏 −

𝐄𝐒
𝟐

𝐛𝟐
𝟐� 𝐜𝐧𝟐(𝐀𝟐𝐝) 𝐬𝐧(𝐀𝟐𝐝)𝐝𝐧(𝐀𝟐𝐝) −

𝐀𝟐𝐄𝐒𝐩𝟏𝐜𝐧(𝐀𝟐𝐝) �𝐝𝐧𝟐(𝐀𝟐𝐝) − 𝐥𝟐
𝐄𝐒
𝟐

𝐛𝟐
𝟐 𝐬𝐧𝟐(𝐀𝟐𝐝)�� /𝟐𝐩𝟑 �𝟏 − 𝐥𝟐𝐬𝐧𝟐(𝐀𝟐𝐝) �𝟏 − 𝐄𝐒

𝟐

𝐛𝟐
𝟐��

𝟐
−

𝛍𝟐
𝛍𝟏

[𝐄𝐬𝐜𝐧(𝐀𝟐𝐝) + 𝐄𝐒𝐩𝟏𝐬𝐧(𝐀𝟐𝐝)𝐝𝐧(𝐀𝟐𝐝)] 𝟐 �𝟏 − 𝐥𝟐𝐬𝐧𝟐(𝐀𝟐𝐝) �𝟏 − 𝐄𝐬𝟐

𝐛𝟐
𝟐��� �                             

(A31b) 

For m =5, R=4 

 

𝐊𝟒 = 𝐤𝟎𝟐𝐄𝐜𝟐 �(𝛍𝟒
𝛍𝟑

)𝟐(𝛃𝟐 − 𝛆𝟑𝛍𝟑) + (𝛆𝟒𝛍𝟒−𝛃𝟐) + 𝛂𝟐𝐄𝐜𝟐

𝟐
�                             

(A32) 

𝐗𝟎𝟒 = cn-1 �−𝛍𝟒𝐄𝐈𝟏 𝐞𝐱𝐩(−𝐩𝟑)−𝛍𝟒𝐄𝐈𝟐
𝛍𝟓𝐛𝟒

�                                             (A33) 

 𝐄𝐂 =
−𝛍𝟒�𝐜𝐧(𝐀𝟒𝐝)[𝐄𝐈𝟏 𝐞𝐱𝐩(−𝐩𝟑𝐰)+𝐄𝐈𝟐]−𝐬𝐧(𝐀𝟒𝐝)𝐝𝐧(𝐀𝟒𝟏𝐝)𝐄𝐈𝟏 𝐞𝐱𝐩�−𝐩𝟑𝟏𝐰�−𝐄𝐈𝟐

𝐩𝟒𝐀𝟒
�

𝛍𝟓�𝟏−𝐥𝟒𝐬𝐧𝟐(𝐀𝟒𝐝)�𝟏−�𝐄𝐈𝟏 𝐞𝐱𝐩�−𝐩𝟑𝐰�−𝐄𝐈𝟐𝐛𝟒
�
𝟐
��

                  (A34) 

𝐄𝐈𝟐 = −𝛍𝟒𝐩𝟑𝐄𝐅𝟐 𝐜𝐨𝐬[𝐪𝟐(𝐝−𝐱𝐅𝟐)]+𝛍𝟒𝐪𝟐𝐄𝐅𝟐 𝐬𝐢𝐧[𝐪𝟐(𝐝−𝐱𝐅𝟐)]
𝛍𝟑𝟐𝐩𝟑 𝐞𝐱𝐩(−𝐩𝟑𝐰)                                 (A35a) 

𝐄𝐈𝟐 = −𝛍𝟒𝐩𝟑𝐄𝐅𝟐 𝐬𝐢𝐧𝐡[𝐐𝟐(𝐝−𝐱𝐅𝟐)]−𝛍𝟒𝐐𝟐𝐄𝐅𝟐 𝐜𝐨𝐬𝐡[𝐐𝟐(𝐝−𝐱𝐅𝟐)]
𝛍𝟑𝟐𝐩𝟑 𝐞𝐱𝐩(−𝐩𝟑𝐰)                             (A35b) 

𝐄𝐈𝟏 = −𝛍𝟒𝐩𝟑𝐄𝐅𝟐 𝐜𝐨𝐬[𝐪𝟐(𝐝−𝐱𝐅𝟐)]−𝛍𝟒𝐪𝟐𝐄𝐅𝟐 𝐬𝐢𝐧[𝐪𝟐(𝐝−𝐱𝐅𝟐)]
𝛍𝟑𝟐𝐩𝟑

                                (A36a) 

𝐄𝐈𝟏 = −𝛍𝟒𝐩𝟑𝐄𝐅𝟐 𝐬𝐢𝐧𝐡[𝐐𝟐(𝐝−𝐱𝐅𝟐)]+𝛍𝟒𝐐𝟐𝐄𝐅𝟐 𝐜𝐨𝐬𝐡[𝐐𝟐(𝐝−𝐱𝐅𝟐)]
𝛍𝟑𝟐𝐩𝟑

                            (A36b) 


