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Parameter Categories Parameter Name Values and Ranges 

Environment Temperature Gradient Range T 200 K to 300 K 

Geometry Equivalent Radius of Curvature R 5, 10, 15, 20 mm 

Materials Material Grade 316L Austenitic Stainless Steel 

Finite Element Mesh Minimum grid size 4.47×10�í3 mm 
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�W�H�P�S�H�U�D�W�X�U�H�� �J�U�D�G�L�H�Q�W�V���� �W�K�H�� �P�H�F�K�D�Q�L�F�D�O�� �S�U�R�S�H�U�W�L�H�V�� �R�I�� �P�D�W�H�U�L�D�O�V�� �X�Q�G�H�U�J�R�� �V�L�J�Q�L�I�L�F�D�Q�W�� �G�\�Q�D�P�L�F��

�H�Y�R�O�X�W�L�R�Q���� �7�R�� �D�G�G�U�H�V�V�� �W�K�L�V���� �W�K�H�� �³�V�H�P�L���D�Q�D�O�\�W�L�F�D�O�� �F�R�Q�W�D�F�W�� �F�R�U�U�H�F�W�L�R�Q�� �P�H�W�K�R�G�´�� �S�U�R�S�R�V�H�G�� �L�Q�� �W�K�L�V��

�D�E�V�W�U�D�F�W���L�V���Q�R�W���P�H�U�H�O�\���D���V�L�P�S�O�H���Q�X�P�H�U�L�F�D�O���V�F�D�O�L�Q�J���R�I���H�[�L�V�W�L�Q�J���P�D�F�U�R�V�F�R�S�L�F���H�T�X�D�W�L�R�Q�V�����,�Q�V�W�H�D�G�����L�W��

�V�W�D�U�W�V�� �I�U�R�P�� �W�K�H�� �F�R�Q�V�W�L�W�X�W�L�Y�H�� �U�H�O�D�W�L�R�Q�V�� �R�I�� �F�R�Q�W�L�Q�X�X�P�� �P�H�F�K�D�Q�L�F�V���� �P�D�S�V�� �W�K�H�U�P�R�G�\�Q�D�P�L�F��

�P�H�F�K�D�Q�L�V�P�V���W�R���P�L�F�U�R�V�F�R�S�L�F���G�L�V�O�R�F�D�W�L�R�Q���U�H�V�L�V�W�D�Q�F�H�����D�Q�G���W�K�H�U�H�E�\���S�K�\�V�L�F�D�O�O�\���P�R�G�L�I�L�H�V���W�K�H���L�Q�L�W�L�D�O��

�\�L�H�O�G���E�R�X�Q�G�D�U�\���R�I���W�K�H���F�R�Q�W�D�F�W���G�R�P�D�L�Q�� 



 

 

������������ �(�[�W�H�Q�V�L�R�Q�V�� �D�Q�G���$�S�S�O�L�F�D�E�L�O�L�W�\�� �R�I�� �W�K�H�� �7�H�P�S�H�U�D�W�X�U�H���'�H�S�H�Q�G�H�Q�W�� �Y�R�Q�� �0�L�V�H�V���<�L�H�O�G��

�&�U�L�W�H�U�L�R�Q 

�)�R�U���W�K�H���������/���D�X�V�W�H�Q�L�W�L�F���V�W�D�L�Q�O�H�V�V���V�W�H�H�O���V�W�X�G�L�H�G���L�Q���W�K�L�V���S�D�S�H�U�����G�X�H���W�R���L�W�V���K�L�J�K�O�\���V�W�D�E�O�H���I�D�F�H��

�F�H�Q�W�H�U�H�G�� �F�X�E�L�F�� ���)�&�&���� �F�U�\�V�W�D�O�� �V�W�U�X�F�W�X�U�H���� �W�K�H�� �P�D�W�H�U�L�D�O�� �G�R�H�V�� �Q�R�W�� �H�[�F�H�H�G�� �W�K�H�� �O�R�Z�H�U�� �F�U�L�W�L�F�D�O��

�W�R�X�J�K�Q�H�V�V���E�U�L�W�W�O�H�Q�H�V�V�� �W�U�D�Q�V�L�W�L�R�Q�� �W�H�P�S�H�U�D�W�X�U�H�� �>�����@�� ���'�%�7�7���� �W�\�S�L�F�D�O�O�\���� �W�K�H�� �'�%�7�7�� �I�R�U�� �D�X�V�W�H�Q�L�W�L�F��

�V�W�D�L�Q�O�H�V�V���V�W�H�H�O�V���L�V���Z�H�O�O���E�H�O�R�Z���������.���R�U���H�Y�H�Q���O�R�Z�H�U�����Z�L�W�K�L�Q���W�K�H���W�H�P�S�H�U�D�W�X�U�H���U�D�Q�J�H���R�I�����������.���W�R����������

�.���� �D�Q�G�� �Q�H�L�W�K�H�U�� �P�D�U�W�H�Q�V�L�W�L�F�� �W�U�D�Q�V�I�R�U�P�D�W�L�R�Q�� �Q�R�U�� �V�L�J�Q�L�I�L�F�D�Q�W�� �F�O�H�D�Y�D�J�H�� �I�U�D�F�W�X�U�H�� �R�F�F�X�U�V�� �L�Q�� �W�K�L�V��

�W�H�P�S�H�U�D�W�X�U�H���U�D�Q�J�H�� �>�����@���� �8�Q�G�H�U���W�K�H�V�H���S�K�\�V�L�F�D�O���F�R�Q�G�L�W�L�R�Q�V���� �W�K�H���G�R�P�L�Q�D�Q�W���P�H�F�K�D�Q�L�V�P���R�I���S�O�D�V�W�L�F��

�G�H�I�R�U�P�D�W�L�R�Q�� �U�H�P�D�L�Q�V�� �G�L�V�O�R�F�D�W�L�R�Q�� �V�O�L�S�� �Z�L�W�K�L�Q�� �W�K�H�� �F�U�\�V�W�D�O�� �O�D�W�W�L�F�H���� �7�K�H�U�H�I�R�U�H���� �W�K�H�� �Y�R�Q�� �0�L�V�H�V��

�H�T�X�L�Y�D�O�H�Q�W���V�W�U�H�V�V���D�V�V�X�P�S�W�L�R�Q���Z�L�W�K�L�Q���W�K�H���P�D�F�U�R�V�F�R�S�L�F���F�R�Q�W�L�Q�X�X�P���P�H�F�K�D�Q�L�F�V���I�U�D�P�H�Z�R�U�N���U�H�P�D�L�Q�V��

�V�W�U�L�F�W�O�\���Y�D�O�L�G�����+�R�Z�H�Y�H�U�����W�K�H���R�U�L�J�L�Q�D�O���U�R�R�P���W�H�P�S�H�U�D�W�X�U�H���P�R�G�H�O���D�V�V�X�P�H�V���W�K�D�W���W�K�H���\�L�H�O�G���V�X�U�I�D�F�H���L�V��

�V�W�D�W�L�F���L�Q���V�W�U�H�V�V���V�S�D�F�H�����,�Q���H�[�W�U�H�P�H�O�\���F�R�O�G���H�Q�Y�L�U�R�Q�P�H�Q�W�V�����W�K�H���V�K�D�U�S���G�H�F�U�H�D�V�H���L�Q���W�K�H�U�P�D�O���D�F�W�L�Y�D�W�L�R�Q��

�H�Q�H�U�J�\���O�H�D�G�V���W�R���D���V�L�J�Q�L�I�L�F�D�Q�W���L�Q�F�U�H�D�V�H���L�Q���W�K�H���U�H�V�L�V�W�D�Q�F�H���R�I���W�K�H���F�U�\�V�W�D�O���O�D�W�W�L�F�H���W�R���G�L�V�O�R�F�D�W�L�R�Q���P�R�W�L�R�Q��

�>�����@�����Q�H�F�H�V�V�L�W�D�W�L�Q�J���W�K�H���L�Q�W�U�R�G�X�F�W�L�R�Q���R�I���D���W�K�H�U�P�R�P�H�F�K�D�Q�L�F�D�O�O�\���F�R�X�S�O�H�G���F�R�Q�V�W�L�W�X�W�L�Y�H���U�H�O�D�W�L�R�Q�V�K�L�S 

�7�K�L�V���S�D�S�H�U���U�H�W�D�L�Q�V���W�K�H���V�W�U�H�V�V���G�L�V�S�O�D�F�H�P�H�Q�W���I�U�D�P�H�Z�R�U�N���R�I���W�K�H���Y�R�Q���0�L�V�H�V���\�L�H�O�G���F�U�L�W�H�U�L�R�Q���E�X�W��

�L�Q�W�U�R�G�X�F�H�V���D���W�H�P�S�H�U�D�W�X�U�H���V�F�D�O�D�U���I�L�H�O�G���7���W�R���G�H�U�L�Y�H�� �D���G�\�Q�D�P�L�F���� �H�[�W�H�Q�G�H�G���\�L�H�O�G���V�X�U�I�D�F�H�� �H�T�X�D�W�L�R�Q��

�W�K�D�W���D�F�F�R�X�Q�W�V���I�R�U���O�R�Z���W�H�P�S�H�U�D�W�X�U�H���H�I�I�H�F�W�V�� 

𝑓(σ௜௝ , ܶ) = √3
2 ௜ܵ௝ ௜ܵ௝ − σ௦(ܶ) ≤ 0 (1) 

�,�Q���W�K�L�V���H�T�X�D�W�L�R�Q�����6�L�M���U�H�S�U�H�V�H�Q�W�V���W�K�H���G�H�Y�L�D�W�R�U�L�F���V�W�U�H�V�V���W�H�Q�V�R�U�����1�V���7�����U�H�S�U�H�V�H�Q�W�V���W�K�H���\�L�H�O�G���V�W�U�H�V�V��

�O�L�P�L�W���W�K�D�W���H�Y�R�O�Y�H�V���G�\�Q�D�P�L�F�D�O�O�\���Z�L�W�K���W�H�P�S�H�U�D�W�X�U�H�����7�K�L�V���H�[�W�H�Q�G�H�G���H�T�X�D�W�L�R�Q���H�[�S�O�L�F�L�W�O�\���D�G�G�U�H�V�V�H�V��

�W�K�H���F�R�U�H���P�H�F�K�D�Q�L�V�P���R�I���O�R�Z���W�H�P�S�H�U�D�W�X�U�H���F�R�Q�W�D�F�W�����W�H�P�S�H�U�D�W�X�U�H���G�R�H�V���Q�R�W���D�O�W�H�U���W�K�H���V�K�H�D�U���G�R�P�L�Q�D�W�H�G��

�\�L�H�O�G�� �E�H�K�D�Y�L�R�U�� �X�Q�G�H�U�� �D�� �P�X�O�W�L�D�[�L�D�O�� �V�W�U�H�V�V�� �V�W�D�W�H�� ���W�K�H�� �O�H�I�W���K�D�Q�G�� �V�L�G�H�� �R�I�� �W�K�H�� �H�T�X�D�W�L�R�Q�� �F�R�Q�W�D�L�Q�V�� �Q�R��

�W�H�P�S�H�U�D�W�X�U�H���W�H�U�P�������E�X�W���U�D�W�K�H�U���G�U�L�Y�H�V���D�Q���L�V�R�W�U�R�S�L�F�����Q�R�Q�O�L�Q�H�D�U���H�[�S�D�Q�V�L�R�Q���R�I���W�K�H���H�Q�W�L�U�H���\�L�H�O�G���V�X�U�I�D�F�H��

�L�Q���V�W�U�H�V�V���V�S�D�F�H���E�\���G�\�Q�D�P�L�F�D�O�O�\���D�P�S�O�L�I�\�L�Q�J���W�K�H���I�O�R�Z���U�H�V�L�V�W�D�Q�F�H�����1�V���7�����R�Q���W�K�H���U�L�J�K�W���K�D�Q�G���V�L�G�H���R�I��

�W�K�H���H�T�X�D�W�L�R�Q���� 

�������������&�U�L�W�L�F�D�O���'�L�V�S�O�D�F�H�P�H�Q�W���(�Y�R�O�X�W�L�R�Q���'�U�L�Y�H�Q���E�\���³�$�V�\�Q�F�K�U�R�Q�R�X�V���5�H�L�Q�I�R�U�F�H�P�H�Q�W�´ 

�7�R���V�R�O�Y�H���I�R�U���W�K�H���\�L�H�O�G���E�R�X�Q�G�D�U�\���R�I���W�K�H���D�I�R�U�H�P�H�Q�W�L�R�Q�H�G���H�[�S�D�Q�V�L�R�Q�����W�K�H���H�Y�R�O�X�W�L�R�Q���I�X�Q�F�W�L�R�Q�V��

�R�I���W�K�H���F�R�Q�V�W�L�W�X�W�L�Y�H���S�D�U�D�P�H�W�H�U�V���Z�L�W�K�L�Q���W�K�L�V���W�H�P�S�H�U�D�W�X�U�H���U�D�Q�J�H���Z�H�U�H���G�H�U�L�Y�H�G�����7�K�H���H�O�D�V�W�L�F���P�R�G�X�O�X�V����

�D�V�� �D�� �P�D�F�U�R�V�F�R�S�L�F�� �S�D�U�D�P�H�W�H�U�� �F�K�D�U�D�F�W�H�U�L�]�L�Q�J�� �W�K�H�� �L�Q�W�H�U�D�W�R�P�L�F�� �E�R�Q�G�L�Q�J�� �I�R�U�F�H�V�� �L�Q�� �D�� �P�D�W�H�U�L�D�O����

�L�Q�F�U�H�D�V�H�V���D�V���W�K�H���W�H�P�S�H�U�D�W�X�U�H���G�H�F�U�H�D�V�H�V�����W�K�H���S�K�\�V�L�F�D�O���P�H�F�K�D�Q�L�V�P���E�H�K�L�Q�G���W�K�L�V���S�K�H�Q�R�P�H�Q�R�Q���V�W�H�P�V��

�I�U�R�P���W�K�H���U�H�G�X�F�W�L�R�Q���L�Q���W�K�H���Y�L�E�U�D�W�L�R�Q�D�O���H�Q�H�U�J�\���R�I���W�K�H���P�L�F�U�R�V�F�R�S�L�F���F�U�\�V�W�D�O���O�D�W�W�L�F�H�����7�K�L�V���V�W�X�G�\���I�L�U�V�W��

�D�G�R�S�W�V���W�K�H���V�H�P�L���H�P�S�L�U�L�F�D�O���I�R�U�P�X�O�D���S�U�R�S�R�V�H�G���E�\���9�D�U�V�K�Q�L���E�D�V�H�G���R�Q���W�K�H���(�L�Q�V�W�H�L�Q���R�V�F�L�O�O�D�W�R�U���P�R�G�H�O��

�>�����@�� 

(ܶ)ܧ = 0ܧ −
ݏ

݁
ఏ
் − 1

(2) 

�*�L�Y�H�Q���W�K�D�W���W�K�L�V���V�W�X�G�\���I�R�F�X�V�H�V���R�Q���W�K�H���W�H�P�S�H�U�D�W�X�U�H���U�D�Q�J�H���R�I�����������.���W�R�����������.�����F�K�D�Q�J�H�V���L�Q���W�K�H��

�P�D�W�H�U�L�D�O�¶�V���S�K�\�V�L�F�D�O���S�U�R�S�H�U�W�L�H�V���K�D�Y�H���Q�R�W���\�H�W���H�[�K�L�E�L�W�H�G���V�L�J�Q�L�I�L�F�D�Q�W���Q�R�Q�O�L�Q�H�D�U���G�L�V�F�R�Q�W�L�Q�X�L�W�L�H�V���Z�L�W�K�L�Q��



 

 

�W�K�L�V�� �U�H�O�D�W�L�Y�H�O�\�� �Q�D�U�U�R�Z�� �W�H�P�S�H�U�D�W�X�U�H�� �U�D�Q�J�H���� �7�R�� �E�D�O�D�Q�F�H�� �W�K�H�� �F�R�P�S�O�H�[�L�W�\�� �R�I�� �D�Q�D�O�\�W�L�F�D�O�� �G�H�U�L�Y�D�W�L�R�Q��

�Z�L�W�K�� �W�K�H�� �H�I�I�L�F�L�H�Q�F�\�� �R�I�� �H�Q�J�L�Q�H�H�U�L�Q�J�� �F�D�O�F�X�O�D�W�L�R�Q�V���� �D�� �I�L�U�V�W���R�U�G�H�U���7�D�\�O�R�U�� �H�[�S�D�Q�V�L�R�Q�� �R�I�� �W�K�H���9�D�U�V�K�Q�L��

�H�[�S�R�Q�H�Q�W�L�D�O�� �P�R�G�H�O�� �Z�D�V�� �S�H�U�I�R�U�P�H�G�� �Q�H�D�U�� �������� �.���� �D�Q�G�� �U�H�J�U�H�V�V�L�R�Q�� �D�Q�D�O�\�V�L�V�� �Z�D�V�� �F�R�Q�G�X�F�W�H�G���X�V�L�Q�J��

�U�H�O�H�Y�D�Q�W���H�[�S�H�U�L�P�H�Q�W�D�O���G�D�W�D���S�R�L�Q�W�V���W�R���H�[�W�U�D�F�W���W�K�H���W�H�P�S�H�U�D�W�X�U�H���V�H�Q�V�L�W�L�Y�L�W�\���F�R�H�I�I�L�F�L�H�Q�W���R�I���W�K�H���H�O�D�V�W�L�F��

�P�R�G�X�O�X�V���L�Q���W�K�L�V���W�H�P�S�H�U�D�W�X�U�H���U�D�Q�J�H�����Z�K�L�F�K���L�V���D�S�S�U�R�[�L�P�D�W�H�O�\�����������î�������q�j���.�q�ï�����7�K�H���I�L�W�W�L�Q�J���U�H�V�X�O�W�V��

�V�K�R�Z�� �W�K�D�W�� �Z�L�W�K�L�Q�� �W�K�L�V�� �U�D�Q�J�H���� �W�K�H�� �F�R�U�U�H�O�D�W�L�R�Q�� �F�R�H�I�I�L�F�L�H�Q�W�� �5�ð�� �E�H�W�Z�H�H�Q�� �W�K�H�� �O�L�Q�H�D�U�� �D�S�S�U�R�[�L�P�D�W�L�R�Q��

�P�R�G�H�O���D�Q�G���W�K�H���F�R�P�S�O�H�[���H�[�S�R�Q�H�Q�W�L�D�O���P�R�G�H�O���L�V�����������������Z�L�W�K���D���P�L�Q�L�P�D�O���P�D�[�L�P�X�P���U�H�O�D�W�L�Y�H���H�U�U�R�U����

�I�X�O�O�\�� �P�H�H�W�L�Q�J�� �H�Q�J�L�Q�H�H�U�L�Q�J�� �D�F�F�X�U�D�F�\�� �U�H�T�X�L�U�H�P�H�Q�W�V�����7�K�H�U�H�I�R�U�H���� �W�K�L�V�� �V�W�X�G�\�� �D�G�R�S�W�V�� �W�K�H�� �I�R�O�O�R�Z�L�Q�J��

�V�L�P�S�O�L�I�L�H�G���O�L�Q�H�D�U���D�S�S�U�R�[�L�P�D�W�L�R�Q���I�R�U�P�X�O�D�� 

(ܶ)ܧ = 1]293ܧ + 4.0 × ܭ293)1−ܭ10−4 − ܶ)] (3) 
�,�Q���W�K�L�V���H�T�X�D�W�L�R�Q�����(�w�~�x���L�V���W�K�H���H�O�D�V�W�L�F���P�R�G�X�O�X�V���R�I���W�K�H���P�D�W�H�U�L�D�O���D�W���U�R�R�P���W�H�P�S�H�U�D�W�X�U�H�������������.���� 

�&�R�P�S�D�U�H�G�� �W�R�� �W�K�H�� �P�R�G�X�O�X�V�� �R�I�� �H�O�D�V�W�L�F�L�W�\���� �W�K�H�� �\�L�H�O�G�� �V�W�U�H�Q�J�W�K�� �H�[�K�L�E�L�W�V�� �D�� �P�R�U�H�� �S�U�R�Q�R�X�Q�F�H�G��

�W�H�P�S�H�U�D�W�X�U�H���V�H�Q�V�L�W�L�Y�L�W�\�����%�D�V�H�G���R�Q���D�Q���D�Q�D�O�\�V�L�V���R�I���W�H�Q�V�L�O�H���W�H�V�W���G�D�W�D���I�R�U���������/���D�X�V�W�H�Q�L�W�L�F���V�W�D�L�Q�O�H�V�V��

�V�W�H�H�O���I�U�R�P���W�K�H���1�,�6�7���>�����@���G�D�W�D�E�D�V�H�����W�K�H���\�L�H�O�G���S�R�L�Q�W���R�I���P�H�W�D�O�O�L�F���P�D�W�H�U�L�D�O�V���L�Q�F�U�H�D�V�H�V���V�L�J�Q�L�I�L�F�D�Q�W�O�\��

�D�W���O�R�Z���W�H�P�S�H�U�D�W�X�U�H�V���G�X�H���W�R���D���V�K�D�U�S���U�L�V�H���L�Q���W�K�H���U�H�V�L�V�W�D�Q�F�H���W�R���G�L�V�O�R�F�D�W�L�R�Q���P�R�W�L�R�Q�����Z�L�W�K�L�Q���W�K�H�����������.��

�W�R�����������.���U�D�Q�J�H���G�H�I�L�Q�H�G���L�Q���W�K�L�V���S�D�S�H�U�����L�W�V���H�Y�R�O�X�W�L�R�Q���I�R�O�O�R�Z�V���D�Q���D�S�S�U�R�[�L�P�D�W�H�O�\���O�L�Q�H�D�U���W�U�H�Q�G�����%�\��

�S�H�U�I�R�U�P�L�Q�J���D���O�L�Q�H�D�U���I�L�W���R�Q���W�K�H���1�,�6�7���H�[�S�H�U�L�P�H�Q�W�D�O���G�D�W�D���Z�L�W�K�L�Q���W�K�L�V���W�H�P�S�H�U�D�W�X�U�H���U�D�Q�J�H�����F�R�U�U�H�O�D�W�L�R�Q��

�F�R�H�I�I�L�F�L�H�Q�W���5�ð��� �������������������W�K�H���W�H�P�S�H�U�D�W�X�U�H���F�R�H�I�I�L�F�L�H�Q�W���Z�D�V���G�H�W�H�U�P�L�Q�H�G���W�R���E�H�����������î�������q�ñ���.�q�ï�����%�D�V�H�G��

�R�Q���W�K�L�V�����W�K�H���I�R�O�O�R�Z�L�Q�J���F�R�U�U�H�F�W�H�G���P�R�G�H�O���Z�D�V���H�V�W�D�E�O�L�V�K�H�G���� 

σ௦(ܶ) = σ௦293
[1 + 2.0 × ܭ293)1−ܭ10−3 − ܶ)] (4) 

�,�Q���W�K�L�V���H�T�X�D�W�L�R�Q�����1�V�w�~�x���U�H�S�U�H�V�H�Q�W�V���W�K�H���\�L�H�O�G���V�W�U�H�Q�J�W�K���R�I���W�K�H���P�D�W�H�U�L�D�O���D�W���U�R�R�P���W�H�P�S�H�U�D�W�X�U�H�������������.���� 

�7�K�H�� �O�L�W�H�U�D�W�X�U�H�� �L�Q�G�L�F�D�W�H�V�� �W�K�D�W�� �W�K�H�� �3�R�L�V�V�R�Q�¶�V�� �U�D�W�L�R�� �Y�D�U�L�H�V�� �U�H�O�D�W�L�Y�H�O�\�� �O�L�W�W�O�H�� �Z�L�W�K�� �W�H�P�S�H�U�D�W�X�U�H����

�/�D�S�O�D�Q�F�K�H���>�����@���H�W���D�O�����U�H�S�R�U�W�H�G���W�K�D�W���W�K�H���3�R�L�V�V�R�Q�¶�V���U�D�W�L�R���R�I���&�R�&�U�)�H�0�Q�1�L���D�O�O�R�\�V���U�H�P�D�L�Q�H�G���D�W������� ��

���������� �“�� ���������� �R�Y�H�U�� �W�K�H�� �W�H�P�S�H�U�D�W�X�U�H�� �U�D�Q�J�H�� �R�I�� �������±���������� �.���� �Z�L�W�K�� �D�� �Y�D�U�L�D�W�L�R�Q�� �R�I�� �O�H�V�V�� �W�K�D�Q�� ��������

�0�D�W�H�U�L�D�O�V���V�X�F�K���D�V���������/���D�X�V�W�H�Q�L�W�L�F���V�W�D�L�Q�O�H�V�V���V�W�H�H�O���D�O�V�R���H�[�K�L�E�L�W���V�L�P�L�O�D�U���F�K�D�U�D�F�W�H�U�L�V�W�L�F�V�����W�K�H�U�H�I�R�U�H����

�W�K�L�V���V�W�X�G�\���W�U�H�D�W�V���W�K�H���3�R�L�V�V�R�Q�¶�V���U�D�W�L�R���D�V���D���F�R�Q�V�W�D�Q�W���� 

�������� �'�H�U�L�Y�D�W�L�R�Q�� �R�I�� �(�O�D�V�W�R���3�O�D�V�W�L�F�� �&�R�U�U�H�F�W�L�R�Q�� �)�R�U�P�X�O�D�V�� �I�R�U�� �W�K�H�� �/�R�Z��

�7�H�P�S�H�U�D�W�X�U�H���6�S�K�H�U�L�F�D�O���&�R�Q�W�D�F�W���0�R�G�H�O 

�������������(�T�X�L�Y�D�O�H�Q�W���*�H�R�P�H�W�U�\���D�Q�G���7�H�P�S�H�U�D�W�X�U�H���'�H�S�H�Q�G�H�Q�W���0�D�W�H�U�L�D�O���3�U�R�S�H�U�W�L�H�V 

�/�H�W���W�K�H���U�D�G�L�L���R�I���W�Z�R���������/���D�X�V�W�H�Q�L�W�L�F���V�W�D�L�Q�O�H�V�V���V�W�H�H�O���V�S�K�H�U�H�V���E�H���5�����D�Q�G���5�������U�H�V�S�H�F�W�L�Y�H�O�\�����7�K�H��

�H�T�X�L�Y�D�O�H�Q�W���U�D�G�L�X�V���R�I�� �F�X�U�Y�D�W�X�U�H�� �D�W���W�K�H���S�R�L�Q�W���R�I�� �F�R�Q�W�D�F�W���E�H�W�Z�H�H�Q���W�K�H���W�Z�R���V�S�K�H�U�H�V���L�V���G�H�W�H�U�P�L�Q�H�G��

�M�R�L�Q�W�O�\���E�\���W�K�H�L�U���J�H�R�P�H�W�U�L�F���G�L�P�H�Q�V�L�R�Q�V���� 
1
ܴ

=
1
ܴ1

+
1
ܴ2

⟹ ܴ =
ܴ1ܴ2

ܴ1 + ܴ2
(5) 

�)�R�U���W�K�H���V�D�N�H���R�I���D�Q�D�O�\�V�L�V�����W�K�L�V���S�D�S�H�U���H�[�D�P�L�Q�H�V���W�K�H���F�R�Q�W�D�F�W���E�H�W�Z�H�H�Q���W�Z�R���L�G�H�Q�W�L�F�D�O���V�S�K�H�U�H�V����

�6�L�Q�F�H���W�K�H���W�Z�R���V�S�K�H�U�H�V���K�D�Y�H���H�T�X�D�O���U�D�G�L�L�����L���H�������5�v��� ���5�w�����W�K�H���H�T�X�L�Y�D�O�H�Q�W���U�D�G�L�X�V���L�V���5��� ���5�v������ 

�6�L�Q�F�H���E�R�W�K���F�R�Q�W�D�F�W�L�Q�J���E�R�G�L�H�V���D�U�H���P�D�G�H���R�I���W�K�H���V�D�P�H���W�\�S�H���R�I���������/���D�X�V�W�H�Q�L�W�L�F���V�W�D�L�Q�O�H�V�V���V�W�H�H�O����

�D�W�� �D�Q�\�� �J�L�Y�H�Q�� �O�R�Z�� �W�H�P�S�H�U�D�W�X�U�H�� �7���� �W�K�H�L�U�� �H�O�D�V�W�L�F�� �P�R�G�X�O�L�� �D�U�H�� �(�����7���� � �� �(�����7���� � �� �(���7������ �D�Q�G�� �W�K�H�L�U��



 

 

�3�R�L�V�V�R�Q�¶�V���U�D�W�L�R�V���D�U�H�� ������ � �� ������ � �� ������ �6�X�E�V�W�L�W�X�W�L�Q�J���W�K�H�V�H���Y�D�O�X�H�V���L�Q�W�R���W�K�H���I�R�U�P�X�O�D���I�R�U���W�K�H���H�T�X�L�Y�D�O�H�Q�W��

�H�O�D�V�W�L�F���P�R�G�X�O�X�V���\�L�H�O�G�V���D�Q���H�T�X�L�Y�D�O�H�Q�W���P�R�G�X�O�X�V���W�K�D�W���G�H�S�H�Q�G�V���V�R�O�H�O�\���R�Q���D���V�L�Q�J�O�H���P�D�W�H�U�L�D�O���� 

(ܶ)∗ܧ =
(ܶ)ܧ

2(1 − ν2) (6) 

�������������,�Q�L�W�L�D�O���<�L�H�O�G���7�K�U�H�V�K�R�O�G 

�:�K�H�Q���W�K�H���Q�R�U�P�D�O���G�H�I�R�U�P�D�W�L�R�Q���E�H�W�Z�H�H�Q���W�Z�R���V�S�K�H�U�H�V���L�Q���F�R�Q�W�D�F�W���U�H�D�F�K�H�V���D���F�U�L�W�L�F�D�O���Y�D�O�X�H�����W�K�H��

�P�D�[�L�P�X�P���H�T�X�L�Y�D�O�H�Q�W���V�W�U�H�V�V���D�W���W�K�H���F�R�Q�W�D�F�W���V�X�E���V�X�U�I�D�F�H���U�H�D�F�K�H�V���W�K�H���\�L�H�O�G���V�W�U�H�Q�J�W�K���1�V���7�����R�I���������/��

�D�X�V�W�H�Q�L�W�L�F���V�W�D�L�Q�O�H�V�V���V�W�H�H�O���D�W���W�K�H���F�X�U�U�H�Q�W���W�H�P�S�H�U�D�W�X�U�H�����$�W���W�K�L�V���S�R�L�Q�W�����W�K�H���F�R�Q�W�D�F�W���V�W�D�W�H���W�U�D�Q�V�L�W�L�R�Q�V��

�I�U�R�P�� �S�X�U�H�O�\�� �H�O�D�V�W�L�F�� �W�R�� �H�O�D�V�W�R�S�O�D�V�W�L�F���� �6�X�E�V�W�L�W�X�W�L�Q�J�� �W�K�H�� �V�L�P�S�O�L�I�L�H�G�� �(�
���7���� �L�Q�W�R�� �W�K�H�� �F�O�D�V�V�L�F�D�O�� �.�(��

�F�U�L�W�L�F�D�O���S�D�U�D�P�H�W�H�U���I�R�U�P�X�O�D���>���@�����W�K�H���F�U�L�W�L�F�D�O���L�Q�W�H�U�I�H�U�H�Q�F�H���D�P�R�X�Q�W�����Q�R�U�P�D�O���G�H�I�R�U�P�D�W�L�R�Q�����&�F���7�����F�D�Q��

�E�H���H�[�S�U�H�V�V�H�G���D�V���� 

ω௖(ܶ) = ܴ (
π1)ܥ − ν2)σ௦(ܶ)

(ܶ)ܧ )
2

(7) 

�:�K�H�U�H���&���L�V���D���I�X�Q�F�W�L�R�Q���R�I���W�K�H���3�R�L�V�V�R�Q�
�V���U�D�W�L�R�����I�R�U���������/���D�X�V�W�H�Q�L�W�L�F���V�W�D�L�Q�O�H�V�V���V�W�H�H�O��������� ��������������

�E�D�V�H�G���R�Q���W�K�H���Y�R�Q���0�L�V�H�V���\�L�H�O�G���F�U�L�W�H�U�L�R�Q�����&��� ���������������H���������������������§�������������� 

�7�K�H���F�U�L�W�L�F�D�O���F�R�Q�W�D�F�W���O�R�D�G���3�F���7�����F�D�Q���E�H���H�[�S�U�H�V�V�H�G���D�V�� 

௖ܲ(ܶ) =
2π31)3ܥ − ν2)2

3
 ܴ2  

[σ௦(ܶ)]3

2[(ܶ)ܧ] (8) 

�7�K�H���F�U�L�W�L�F�D�O���F�R�Q�W�D�F�W���D�U�H�D���$�F���7�����F�D�Q���E�H���H�[�S�U�H�V�V�H�G���D�V�� 

(ܶ)௖ܣ = πܴ ω௖(ܶ) = πܴ2 (
π1)ܥ − ν2)σ௦(ܶ)

(ܶ)ܧ )
2

(9) 

�$�V�� �F�D�Q�� �E�H�� �V�H�H�Q�� �I�U�R�P�� �(�T�X�D�W�L�R�Q�� ������ �W�K�H�� �F�U�L�W�L�F�D�O�� �O�R�D�G�� �3�F�� �L�V�� �G�L�U�H�F�W�O�\�� �S�U�R�S�R�U�W�L�R�Q�D�O�� �W�R�� �W�K�H��

�W�H�P�S�H�U�D�W�X�U�H���G�H�S�H�Q�G�H�Q�W�� �P�D�W�H�U�L�D�O�� �S�U�R�S�H�U�W�\�� �U�D�W�L�R���� �$�V�� �W�K�H�� �D�P�E�L�H�Q�W�� �W�H�P�S�H�U�D�W�X�U�H�� �G�H�F�U�H�D�V�H�V���� �W�K�H��

�L�Q�F�U�H�D�V�H�� �L�Q�� �W�K�H�� �\�L�H�O�G�� �V�W�U�H�Q�J�W�K�� �R�I�� �������/�� �D�X�V�W�H�Q�L�W�L�F�� �V�W�D�L�Q�O�H�V�V�� �V�W�H�H�O�� �L�V�� �W�\�S�L�F�D�O�O�\�� �J�U�H�D�W�H�U�� �W�K�D�Q�� �W�K�H��

�L�Q�F�U�H�D�V�H���L�Q���L�W�V���P�R�G�X�O�X�V���R�I���H�O�D�V�W�L�F�L�W�\�����Z�K�L�F�K���P�H�D�Q�V���W�K�D�W���D�W���O�R�Z���W�H�P�S�H�U�D�W�X�U�H�V�����W�K�H���P�D�W�H�U�L�D�O���K�D�V���D��

�K�D�U�G�H�U���W�L�P�H���H�Q�W�H�U�L�Q�J���W�K�H���S�O�D�V�W�L�F���\�L�H�O�G���V�W�D�J�H���� 

�������������6�H�J�P�H�Q�W�D�O���&�R�Q�W�D�F�W���0�H�F�K�D�Q�L�F�V���(�T�X�D�W�L�R�Q�V 

�$���G�L�P�H�Q�V�L�R�Q�O�H�V�V���G�H�I�R�U�P�D�W�L�R�Q���S�D�U�D�P�H�W�H�U���&�
���W�K�D�W���Y�D�U�L�H�V���Z�L�W�K���W�H�P�S�H�U�D�W�X�U�H���L�V���L�Q�W�U�R�G�X�F�H�G���D�V��

�W�K�H�� �F�R�U�H�� �L�Q�G�L�F�D�W�R�U�� �I�R�U�� �G�H�W�H�U�P�L�Q�L�Q�J�� �W�K�H�� �F�R�Q�W�D�F�W�� �V�W�D�W�H����ω∗ = ω
ωc(T)

������ �%�D�V�H�G�� �R�Q�� �W�K�H�� �F�O�D�V�V�L�F�D�O�� �.�(��

�H�O�D�V�W�R�S�O�D�V�W�L�F���F�R�Q�W�D�F�W���P�R�G�H�O���D�Q�G���W�K�H���G�L�P�H�Q�V�L�R�Q�O�H�V�V���G�H�I�R�U�P�D�W�L�R�Q���S�D�U�D�P�H�W�H�U���&�
���W�K�D�W���D�F�F�R�X�Q�W�V���I�R�U��

�W�H�P�S�H�U�D�W�X�U�H�� �H�I�I�H�F�W�V���� �W�K�H�� �P�H�F�K�D�Q�L�F�D�O�� �H�Y�R�O�X�W�L�R�Q�� �R�I�� �W�K�H�� �F�R�Q�W�D�F�W�� �E�H�W�Z�H�H�Q�� �W�Z�R�� �V�S�K�H�U�H�V�� �D�W�� �O�R�Z��

�W�H�P�S�H�U�D�W�X�U�H�V���F�D�Q���E�H���V�W�U�L�F�W�O�\���G�L�Y�L�G�H�G���L�Q�W�R���I�R�X�U���V�W�D�J�H�V�����7�K�H���H�Y�R�O�X�W�L�R�Q���R�I���W�K�H���Q�R�U�P�D�O���F�R�Q�W�D�F�W���O�R�D�G��

�3���D�Q�G���W�K�H���W�U�X�H���F�R�Q�W�D�F�W���D�U�H�D���$���D�V���D���I�X�Q�F�W�L�R�Q���R�I���W�K�H���G�H�I�R�U�P�D�W�L�R�Q���&�����D�V���Z�H�O�O���D�V���W�K�H���F�R�Q�W�D�F�W���V�W�L�I�I�Q�H�V�V��

K = dP
dω

�����I�R�U���H�D�F�K���V�W�D�J�H���D�U�H���D�V���I�R�O�O�R�Z�V�� 

�������3�X�U�H�O�\���(�O�D�V�W�L�F���6�W�D�J�H����0 < ߱∗ ≤ 1��： 

�$�W�� �W�K�L�V�� �V�W�D�J�H���� �W�K�H�� �P�D�[�L�P�X�P�� �Y�R�Q�� �0�L�V�H�V�� �V�W�U�H�V�V�� �L�Q�V�L�G�H�� �W�K�H�� �P�L�F�U�R���S�U�R�W�U�X�V�L�R�Q�� �K�D�V�� �Q�R�W�� �\�H�W��

�U�H�D�F�K�H�G�� �W�K�H�� �P�D�W�H�U�L�D�O�¶�V�� �\�L�H�O�G�� �V�W�U�H�Q�J�W�K���� �D�Q�G�� �I�X�O�O�\�� �U�H�Y�H�U�V�L�E�O�H�� �H�O�D�V�W�L�F�� �G�H�I�R�U�P�D�W�L�R�Q�� �R�F�F�X�U�V�� �L�Q�� �W�K�H��



 

 

�F�R�Q�W�D�F�W�� �U�H�J�L�R�Q���� �7�K�H�� �F�R�Q�W�D�F�W�� �O�R�D�G�� �D�Q�G�� �D�U�H�D�� �I�R�O�O�R�Z�� �W�K�H�� �F�O�D�V�V�L�F�D�O�� �+�H�U�W�]�� �F�R�Q�W�D�F�W�� �W�K�H�R�U�\�� �D�Q�G�� �D�U�H��

�J�R�Y�H�U�Q�H�G���E�\���W�K�H���W�H�P�S�H�U�D�W�X�U�H���P�R�G�X�O�D�W�H�G���H�O�D�V�W�L�F���P�R�G�X�O�X�V���� 

௘ܲ(ܶ, ω) =
2

3(1 − ν2) ܴ(ܶ)ܧ
1
2ω

3
2 (10) 

௘(ω)ܣ = πܴ߱ (11) 

,ܶ)௘ܭ ω) =
(ܶ)ܧ

1 − ν2  ܴ
1
2 ω

1
2 (12) 

�������)�L�U�V�W���6�W�D�J�H���R�I���(�O�D�V�W�R���3�O�D�V�W�L�F���&�R�Q�W�D�F�W��(1 < ߱∗ ≤ 6��： 

�:�K�H�Q�� �W�K�H�� �G�L�P�H�Q�V�L�R�Q�O�H�V�V�� �L�Q�W�H�U�I�H�U�H�Q�F�H�� �T�X�D�Q�W�L�W�\�� �H�[�F�H�H�G�V�� �W�K�H�� �F�U�L�W�L�F�D�O�� �S�R�L�Q�W�� ��ω∗ > 1�������� �W�K�H��

�P�L�F�U�R���F�R�Q�Y�H�[�� �E�R�G�\�� �E�H�J�L�Q�V�� �W�R�� �\�L�H�O�G���� �D�Q�G�� �D�� �S�O�D�V�W�L�F�� �Q�X�F�O�H�X�V�� �I�R�U�P�V�� �E�H�Q�H�D�W�K�� �W�K�H�� �F�R�Q�W�D�F�W�� �V�X�U�I�D�F�H����

�V�X�U�U�R�X�Q�G�H�G���E�\���D�Q���H�O�D�V�W�L�F���U�H�J�L�R�Q�����%�D�V�H�G���R�Q���W�K�H���I�L�Q�L�W�H���H�O�H�P�H�Q�W���I�L�W�W�L�Q�J���U�X�O�H�V���R�I���W�K�H���.�(���P�R�G�H�O�����W�K�H��

�O�R�D�G���D�Q�G���D�U�H�D���I�R�U�P�X�O�D�V�����W�D�N�L�Q�J���W�H�P�S�H�U�D�W�X�U�H���H�I�I�H�F�W�V���L�Q�W�R���D�F�F�R�X�Q�W�����D�U�H���G�H�U�L�Y�H�G���D�V���I�R�O�O�R�Z�V�� 

௘ܲ௣1(ܶ, ω) = ௖ܲ(ܶ) × 1.03 (
ω

ω௖(ܶ))
1.425

(13) 

,ܶ)௘௣1ܣ ω) = (ܶ)௖ܣ × 0.93 (
ω

ω௖(ܶ))
1.136

(14) 

,ܶ)௘௣1ܭ ω) = 1.03 × 1.425  ௖ܲ(ܶ)
ω௖(ܶ) (

ω
ω௖(ܶ))

0.425
(15) 

�������6�H�F�R�Q�G���6�W�D�J�H���R�I���(�O�D�V�W�R���3�O�D�V�W�L�F���&�R�Q�W�D�F�W��(6 < ߱∗ ≤ 110)： 

�$�V���W�K�H���H�[�W�U�X�V�L�R�Q���L�Q�W�H�Q�V�L�I�L�H�V���I�X�U�W�K�H�U�����W�K�H���L�Q�W�H�U�Q�D�O���S�O�D�V�W�L�F���F�R�U�H���H�[�S�D�Q�G�V���W�R���W�K�H���V�X�U�I�D�F�H���R�I���W�K�H��

�P�L�F�U�R���E�X�O�J�H�����D�Q�G���W�K�H���F�R�Q�W�D�F�W���]�R�Q�H���J�U�D�G�X�D�O�O�\���E�H�F�R�P�H�V���G�R�P�L�Q�D�W�H�G���E�\���S�O�D�V�W�L�F���I�O�R�Z�����D�O�W�K�R�X�J�K���V�R�P�H��

�H�O�D�V�W�L�F�� �U�H�F�R�Y�H�U�\�� �I�R�U�F�H�� �V�W�L�O�O�� �U�H�P�D�L�Q�V���� �$�W�� �W�K�L�V�� �S�R�L�Q�W���� �W�K�H�� �V�H�P�L���H�P�S�L�U�L�F�D�O�� �H�Y�R�O�X�W�L�R�Q�� �H�T�X�D�W�L�R�Q�� �L�V��

�W�U�X�Q�F�D�W�H�G���D�W���W�K�H���E�R�X�Q�G�D�U�\���S�R�L�Q�W��߱∗ = 110�� 

௘ܲ௣2(ܶ, ω) = ௖ܲ(ܶ) × 1.40 (
ω

ω௖(ܶ))
1.263

(16) 

,ܶ)௘௣2ܣ ω) = (ܶ)௖ܣ × 0.94 (
ω

ω௖(ܶ))
1.146

(17) 

,ܶ)௘௣2ܭ ω) = 1.40 × 1.263  ௖ܲ(ܶ)
ω௖(ܶ) (

ω
ω௖(ܶ))

0.263
(18) 

��) �)�X�O�O�\���3�O�D�V�W�L�F���&�R�Q�W�D�F�W���6�W�D�J�H (߱∗ > 110) 

�:�K�H�Q���W�K�H���G�H�I�R�U�P�D�W�L�R�Q���H�[�F�H�H�G�V���W�K�H���F�U�L�W�L�F�D�O���Y�D�O�X�H���R�I�����������W�L�P�H�V�����W�K�H���F�R�Q�W�D�F�W���U�H�J�L�R�Q���H�Q�W�H�U�V���D��

�I�X�O�O�\�� �S�O�D�V�W�L�F�� �\�L�H�O�G�� �V�W�D�W�H���� �$�F�F�R�U�G�L�Q�J�� �W�R�� �W�K�H�� �$�E�E�R�W�W���)�L�U�H�V�W�R�Q�H�� �W�U�X�Q�F�D�W�L�R�Q�� �P�R�G�H�O���� �W�K�H�� �D�Y�H�U�D�J�H��

�F�R�Q�W�D�F�W���S�U�H�V�V�X�U�H���D�W���W�K�L�V���S�R�L�Q�W���L�V���D�O�Z�D�\�V���H�T�X�D�O���W�R���W�K�H���P�D�W�H�U�L�D�O���K�D�U�G�Q�H�V�V�����W�\�S�L�F�D�O�O�\���D�S�S�U�R�[�L�P�D�W�H�G��

�D�V��H ≈ 2.8σ௦�������7�K�H���F�R�Q�W�D�F�W���D�U�H�D���D�Q�G���W�K�H���O�R�D�G���H�[�K�L�E�L�W���D���V�L�J�Q�L�I�L�F�D�Q�W���O�L�Q�H�D�U���U�H�O�D�W�L�R�Q�V�K�L�S�� 

௣ܲ(ܶ, ω) = 5.6πܴσ௦(ܶ)߱ (19) 

௣(ω)ܣ = 2πܴ߱ (20) 

,ܶ)௣ܭ ω) = 5.6πܴσ௦(ܶ) (21) 



 

 

�������$�Q�D�O�\�V�L�V�� �R�I�� �W�K�H�� �0�H�F�K�D�Q�L�F�D�O�� �3�U�R�S�H�U�W�L�H�V�� �R�I�� �6�S�K�H�U�L�F�D�O�� �&�R�Q�W�D�F�W�� �L�Q��

�/�R�Z���7�H�P�S�H�U�D�W�X�U�H���(�Q�Y�L�U�R�Q�P�H�Q�W�V���D�Q�G���D���&�R�U�U�H�F�W�H�G���0�R�G�H�O 

���������7�K�H���(�I�I�H�F�W���R�I���/�R�Z���7�H�P�S�H�U�D�W�X�U�H���(�I�I�H�F�W�V���R�Q���W�K�H���0�H�F�K�D�Q�L�F�D�O���3�U�R�S�H�U�W�L�H�V���R�I��

�6�S�K�H�U�L�F�D�O���&�R�Q�W�D�F�W�V 

������������ �(�Y�R�O�X�W�L�R�Q�� �R�I�� �&�R�Q�W�D�F�W�� �/�R�D�G�� �D�V�� �D�� �)�X�Q�F�W�L�R�Q�� �R�I�� �,�Q�W�H�U�I�H�U�H�Q�F�H�� �D�W�� �'�L�I�I�H�U�H�Q�W�� �/�R�Z��

�7�H�P�S�H�U�D�W�X�U�H�V 

�)�L�J�X�U�H�������V�K�R�Z�V���W�K�H���F�R�Q�W�D�F�W���O�R�D�G���Y�H�U�V�X�V���Q�R�U�P�D�O���L�Q�W�H�U�I�H�U�H�Q�F�H�����3�±�&�����F�X�U�Y�H�V���I�U�R�P���W�K�H���H�O�D�V�W�L�F��

�V�W�D�J�H���W�R���W�K�H���P�D�[�L�P�X�P���H�O�D�V�W�R�S�O�D�V�W�L�F���V�W�D�J�H���I�R�U���I�L�Y�H���O�R�Z���W�H�P�S�H�U�D�W�X�U�H���F�R�Q�G�L�W�L�R�Q�V���U�D�Q�J�L�Q�J���I�U�R�P����������

�.�� �W�R���������� �.�����$�V���W�K�H���Q�R�U�P�D�O���L�Q�W�H�U�I�H�U�H�Q�F�H���&���L�Q�F�U�H�D�V�H�V���� �W�K�H���F�R�Q�W�D�F�W���O�R�D�G���3���U�L�V�H�V���Q�R�Q�O�L�Q�H�D�U�O�\���D�Q�G��

�P�R�Q�R�W�R�Q�L�F�D�O�O�\�����L�Q���W�K�H���U�D�Q�J�H���R�I���V�P�D�O�O���L�Q�W�H�U�I�H�U�H�Q�F�H���D�P�R�X�Q�W�V�����W�K�H���F�X�U�Y�H�V���D�W���G�L�I�I�H�U�H�Q�W���W�H�P�S�H�U�D�W�X�U�H�V��

�D�O�P�R�V�W���F�R�L�Q�F�L�G�H�����L�Q�G�L�F�D�W�L�Q�J���W�K�D�W���F�R�Q�W�D�F�W���E�H�K�D�Y�L�R�U���L�Q���W�K�H���H�O�D�V�W�L�F���V�W�D�J�H���L�V���S�U�L�P�D�U�L�O�\���J�R�Y�H�U�Q�H�G���E�\��

�W�K�H���H�O�D�V�W�L�F���P�R�G�X�O�X�V���(�����V�L�Q�F�H���(���Y�D�U�L�H�V���O�L�W�W�O�H���Z�L�W�K���W�H�P�S�H�U�D�W�X�U�H�����W�K�H���W�H�P�S�H�U�D�W�X�U�H���H�I�I�H�F�W���L�V���Q�R�W���\�H�W��

�V�L�J�Q�L�I�L�F�D�Q�W�����D�V���W�K�H���L�Q�W�H�U�I�H�U�H�Q�F�H���D�P�R�X�Q�W���L�Q�F�U�H�D�V�H�V���D�Q�G���W�K�H���V�\�V�W�H�P���H�Q�W�H�U�V���W�K�H���H�O�D�V�W�R�S�O�D�V�W�L�F���V�W�D�J�H����

�W�K�H�� �F�X�U�Y�H�V�� �J�U�D�G�X�D�O�O�\�� �G�L�Y�H�U�J�H���� �W�K�H�� �O�R�Z�H�U�� �W�K�H�� �W�H�P�S�H�U�D�W�X�U�H���� �W�K�H�� �J�U�H�D�W�H�U�� �W�K�H�� �F�R�Q�W�D�F�W�� �O�R�D�G��

�F�R�U�U�H�V�S�R�Q�G�L�Q�J���W�R���W�K�H���V�D�P�H���L�Q�W�H�U�I�H�U�H�Q�F�H���D�P�R�X�Q�W�����D�Q�G���W�K�H���V�S�D�F�L�Q�J���E�H�W�Z�H�H�Q���W�K�H���F�X�U�Y�H�V���F�R�Q�W�L�Q�X�H�V��

�W�R���Z�L�G�H�Q���D�V���&���L�Q�F�U�H�D�V�H�V�����7�K�H���X�Q�G�H�U�O�\�L�Q�J���S�K�\�V�L�F�D�O���P�H�F�K�D�Q�L�V�P���L�V���W�K�D�W�����L�Q���W�K�H���H�O�D�V�W�R�S�O�D�V�W�L�F���V�W�D�J�H����

�\�L�H�O�G���K�D�V���D�O�U�H�D�G�\���R�F�F�X�U�U�H�G���L�Q���W�K�H���F�H�Q�W�U�D�O���F�R�Q�W�D�F�W���U�H�J�L�R�Q�����D�Q�G���W�K�H���O�R�D�G���G�H�I�R�U�P�D�W�L�R�Q���U�H�O�D�W�L�R�Q�V�K�L�S��

�L�V�� �Q�R�Z�� �G�R�P�L�Q�D�W�H�G�� �E�\�� �W�K�H�� �\�L�H�O�G�� �V�W�U�H�Q�J�W�K�� �1�V�����$�W�� �O�R�Z�� �W�H�P�S�H�U�D�W�X�U�H�V���� �W�K�H�� �L�Q�F�U�H�D�V�H�� �L�Q�� �1�V�� �O�H�D�G�V�� �W�R��

�J�U�H�D�W�H�U���U�H�V�L�V�W�D�Q�F�H���W�R���S�O�D�V�W�L�F���G�H�I�R�U�P�D�W�L�R�Q�����F�R�Q�V�H�T�X�H�Q�W�O�\�����D���O�D�U�J�H�U���H�[�W�H�U�Q�D�O���O�R�D�G���P�X�V�W���E�H���D�S�S�O�L�H�G��

�I�R�U���W�K�H���V�D�P�H���L�Q�W�H�U�I�H�U�H�Q�F�H���D�P�R�X�Q�W�����)�X�U�W�K�H�U�P�R�U�H�����W�K�H���F�R�Q�W�L�Q�X�R�X�V���H�[�S�D�Q�V�L�R�Q���R�I���W�K�H���S�O�D�V�W�L�F���]�R�Q�H��

�Z�L�W�K�� �L�Q�F�U�H�D�V�L�Q�J�� �L�Q�W�H�U�I�H�U�H�Q�F�H�� �D�P�R�X�Q�W���I�X�U�W�K�H�U�� �D�P�S�O�L�I�L�H�V�� �W�K�H�� �W�H�P�S�H�U�D�W�X�U�H�� �H�I�I�H�F�W���� �)�X�U�W�K�H�U�P�R�U�H���� �L�W��

�F�D�Q�� �E�H�� �R�E�V�H�U�Y�H�G�� �W�K�D�W�� �W�K�H�� �O�R�Z�H�U�� �W�K�H�� �W�H�P�S�H�U�D�W�X�U�H���� �W�K�H�� �O�R�Q�J�H�U�� �W�K�H�� �H�O�D�V�W�R�S�O�D�V�W�L�F�� �F�R�Q�W�D�F�W�� �V�H�J�P�H�Q�W��

�E�H�F�R�P�H�V�����D�Q�G���W�K�H���J�U�H�D�W�H�U���W�K�H���F�U�L�W�L�F�D�O���O�R�D�G���3�F���U�H�T�X�L�U�H�G���W�R���H�Q�W�H�U���W�K�H���S�O�D�V�W�L�F���U�H�J�L�R�Q�� 

 



 

 

�)�L�J�X�U�H���������&�X�U�Y�H�V���V�K�R�Z�L�Q�J���W�K�H���U�H�O�D�W�L�R�Q�V�K�L�S���E�H�W�Z�H�H�Q���W�K�H�R�U�H�W�L�F�D�O���O�R�D�G���D�Q�G���Q�R�U�P�D�O���L�Q�W�H�U�I�H�U�H�Q�F�H���D�W��

�G�L�I�I�H�U�H�Q�W���O�R�Z���W�H�P�S�H�U�D�W�X�U�H�V 

�������������7�H�P�S�H�U�D�W�X�U�H���5�H�V�S�R�Q�V�H���R�I���W�K�H���&�U�L�W�L�F�D�O���&�R�Q�W�D�F�W���$�U�H�D���$�F 

�)�L�J�X�U�H�������V�K�R�Z�V���W�K�H���H�Y�R�O�X�W�L�R�Q���R�I���W�K�H���F�U�L�W�L�F�D�O���F�R�Q�W�D�F�W���D�U�H�D���$�F���R�Y�H�U���W�K�H���W�H�P�S�H�U�D�W�X�U�H���U�D�Q�J�H���R�I��

���������.���W�R�����������.�����7�K�H���F�U�L�W�L�F�D�O���F�R�Q�W�D�F�W���D�U�H�D���L�V���W�K�H���F�R�Q�W�D�F�W���D�U�H�D���D�W���Z�K�L�F�K���W�K�H���F�R�Q�W�D�F�W�L�Q�J���E�R�G�L�H�V���I�L�U�V�W��

�\�L�H�O�G���� �L�W���G�L�U�H�F�W�O�\�� �F�K�D�U�D�F�W�H�U�L�]�H�V�� �W�K�H�� �P�D�[�L�P�X�P�� �F�R�Q�W�D�F�W�� �V�F�D�O�H�� �W�K�D�W���F�D�Q�� �E�H�� �P�D�L�Q�W�D�L�Q�H�G���G�X�U�L�Q�J�� �W�K�H��

�H�O�D�V�W�L�F���F�R�Q�W�D�F�W���S�K�D�V�H�����$�V���V�K�R�Z�Q���L�Q���W�K�H���I�L�J�X�U�H�����$�F���H�[�K�L�E�L�W�V���D���P�R�Q�R�W�R�Q�L�F�D�O�O�\���L�Q�F�U�H�D�V�L�Q�J���W�U�H�Q�G���D�V��
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�Y�D�O�X�H���D�W���D���F�H�U�W�D�L�Q���V�W�D�J�H���´���E�X�W���U�D�W�K�H�U���W�R���F�R�Q�V�W�U�D�L�Q���1�R�G�H�������E�H�W�Z�H�H�Q���W�K�H���O�H�I�W���D�Q�G���U�L�J�K�W���W�K�H�R�U�H�W�L�F�D�O��

�H�Q�G�S�R�L�Q�W�V���D�Q�G���W�R���X�V�H���D���+�H�U�P�L�W�H���O�R�F�D�O���F�R�Q�V�W�U�X�F�W�L�R�Q���I�R�U���W�K�H���W�U�D�Q�V�L�W�L�R�Q�����7�K�H�U�H�I�R�U�H�����F�K�D�Q�J�H�V���L�Q���W�K�H��

�Q�R�G�H�� �Z�H�L�J�K�W�V�� �S�U�L�P�D�U�L�O�\�� �D�I�I�H�F�W�� �W�K�H�� �O�R�F�D�O�� �F�X�U�Y�D�W�X�U�H�� �Q�H�D�U�� �&�
�� � �� ������ �Z�L�W�K�R�X�W�� �D�O�W�H�U�L�Q�J�� �W�K�H�� �R�U�L�J�L�Q�D�O��

�W�K�H�R�U�H�W�L�F�D�O���E�D�V�H�O�L�Q�H���L�Q���W�K�H���L�Q�W�H�U�Y�D�O�V���&�
�����������D�Q�G���&�
���!�����������&�R�Q�V�H�T�X�H�Q�W�O�\�����W�K�H���D�Y�H�U�D�J�H���W�U�H�D�W�P�H�Q�W��

�R�I�� �1�R�G�H�� ���� �F�D�Q�� �E�H�� �U�H�J�D�U�G�H�G�� �D�V�� �D�� �O�R�Z���V�H�Q�V�L�W�L�Y�L�W�\�� �O�R�F�D�O�� �S�D�U�D�P�H�W�H�U�� �U�D�W�K�H�U�� �W�K�D�Q�� �D�� �N�H�\�� �S�D�U�D�P�H�W�H�U��

�F�R�Q�W�U�R�O�O�L�Q�J���W�K�H���J�O�R�E�D�O���U�H�V�X�O�W�V���� 

�������1�R�G�H���������(�Q�G���R�I���W�K�H���V�H�F�R�Q�G���W�U�D�Q�V�L�W�L�R�Q���]�R�Q�H�����&�
��� ���������� 

10ܭ = 1.7682 × ௖ܲ

ω௖
× 100.263 ≈ 3.2393  ௖ܲ

ω௖
 

�������1�R�G�H���������H�O�D�V�W�R���S�O�D�V�W�L�F���V�W�D�E�L�O�L�W�\���F�X�W�R�I�I���S�R�L�Q�W���&�
��� ������������ 

110ܭ = 1.7682 × ௖ܲ

ω௖
× 1100.263 ≈ 6.0683  ௖ܲ

ω௖
 

�7�K�H�� �I�L�Q�D�O�� �P�D�W�K�H�P�D�W�L�F�D�O�� �H�[�S�U�H�V�V�L�R�Q�� �L�V�� �D�V�� �I�R�O�O�R�Z�V���� �)�R�U�� �D�Q�\�� �L�Q�W�H�U�I�H�U�H�Q�F�H�� �T�X�D�Q�W�L�W�\�� �I�D�O�O�L�Q�J��

�Z�L�W�K�L�Q���W�K�H���L���W�K���L�Q�W�H�U�Y�D�O��ω ∈ [ω௜,  ω௜+1]�����L�W�V���F�R�U�U�H�F�W�H�G���V�W�L�I�I�Q�H�V�V���.�+�H�U�P�L�W�H�����&�����L�V���H�[�S�U�H�V�V�H�G���L�Q���W�H�U�P�V��

�R�I���F�X�E�L�F���+�H�U�P�L�W�H���E�D�V�L�V���I�X�Q�F�W�L�R�Q�V���D�V���� 

ு௘௥௠௜௧௘(ω)ܭ = ௜ܭ ⋅ (ݏ)00ܪ + ௜+1ܭ ⋅ (ݏ)10ܪ + ℎ௜ ⋅ ݀௜ ⋅ (ݏ)01ܪ + ℎ௜ ⋅ ݀௜+1 ⋅ (ݏ)11ܪ (22) 

�,�Q���W�K�H���I�R�U�P�X�O�D�����V�W�H�S���V�L�]�H��ℎ௜ = ω௜+1 − ω௜； 

�1�R�U�P�D�O�L�]�H�G���/�R�F�D�O���&�R�R�U�G�L�Q�D�W�H�Vݏ�� = ω−ω೔
ℎ೔

∈ [0,  1]�� 

�G�L�� �D�Q�G�� �G�L������ �D�U�H�� �W�K�H�� �G�H�U�L�Y�D�W�L�Y�H�V�� �F�D�O�F�X�O�D�W�H�G�� �D�W�� �W�K�H�� �Q�R�G�H�V�� �X�V�L�Q�J�� �W�K�H�� �W�K�L�U�G���R�U�G�H�U�� �+�H�U�P�L�W�H��

�P�R�Q�R�W�R�Q�L�F���L�Q�W�H�U�S�R�O�D�W�L�R�Q���D�O�J�R�U�L�W�K�P�� 

�+���V�����L�V���W�K�H���V�W�D�Q�G�D�U�G���F�X�E�L�F���+�H�U�P�L�W�H���E�D�V�L�V���I�X�Q�F�W�L�R�Q�� 

(ݏ)00ܪ = 3ݏ2 − 2ݏ3 + 1 (23) 

(ݏ)10ܪ = 3ݏ2− + 2ݏ3 (24) 

(ݏ)01ܪ = 3ݏ − 2ݏ2 + ݏ (25) 

(ݏ)11ܪ = 3ݏ − 2ݏ (26) 

�7�D�E�O�H�������F�R�P�S�D�U�H�V���W�K�H���G�L�I�I�H�U�H�Q�F�H�V���L�Q���F�K�D�U�D�F�W�H�U�L�V�W�L�F�V���D�P�R�Q�J���F�X�E�L�F���V�S�O�L�Q�H���L�Q�W�H�U�S�R�O�D�W�L�R�Q�����W�K�H��

�S�R�Z�H�U���L�Q�G�H�[���I�X�Q�F�W�L�R�Q���P�H�W�K�R�G�����D�Q�G���F�X�E�L�F���+�H�U�P�L�W�H���L�Q�W�H�U�S�R�O�D�W�L�R�Q���L�Q���W�K�H���I�L�W�W�L�Q�J���R�I���F�R�Q�W�D�F�W���F�X�U�Y�H�V����

�,�Q���W�H�U�P�V���R�I���F�R�Q�W�L�Q�X�L�W�\�����F�X�E�L�F���V�S�O�L�Q�H���L�Q�W�H�U�S�R�O�D�W�L�R�Q���D�F�K�L�H�Y�H�V���J�O�R�E�D�O���&�ð���F�R�Q�W�L�Q�X�L�W�\�����W�K�H���S�R�Z�H�U���L�Q�G�H�[��

�I�X�Q�F�W�L�R�Q���P�H�W�K�R�G���P�D�L�Q�W�D�L�Q�V���R�Q�O�\���&�h���F�R�Q�W�L�Q�X�L�W�\�����D�Q�G���F�X�E�L�F���+�H�U�P�L�W�H���L�Q�W�H�U�S�R�O�D�W�L�R�Q���V�D�W�L�V�I�L�H�V���O�R�F�D�O��

�&�ï�� �F�R�Q�W�L�Q�X�L�W�\���� �,�Q�� �W�H�U�P�V�� �R�I�� �P�R�Q�R�W�R�Q�L�F�L�W�\�� �J�X�D�U�D�Q�W�H�H�V���� �F�X�E�L�F�� �V�S�O�L�Q�H�� �L�Q�W�H�U�S�R�O�D�W�L�R�Q�� �L�V�� �S�U�R�Q�H�� �W�R��

�Q�X�P�H�U�L�F�D�O�� �R�V�F�L�O�O�D�W�L�R�Q�V���� �W�K�H�� �H�[�S�R�Q�H�Q�W�L�D�O�� �I�X�Q�F�W�L�R�Q�� �P�H�W�K�R�G�� �H�[�K�L�E�L�W�V�� �J�R�R�G�� �P�R�Q�R�W�R�Q�L�F�L�W�\���� �D�Q�G�� �W�K�H��

�F�X�E�L�F�� �+�H�U�P�L�W�H�� �L�Q�W�H�U�S�R�O�D�W�L�R�Q�� �P�H�W�K�R�G�� �H�Q�V�X�U�H�V�� �V�W�U�L�F�W�O�\�� �P�R�Q�R�W�R�Q�L�F�D�O�O�\�� �L�Q�F�U�H�D�V�L�Q�J�� �E�H�K�D�Y�L�R�U����



 

 

�U�H�J�D�U�G�L�Q�J�� �S�K�\�V�L�F�D�O�� �Q�R�G�H�� �P�D�W�F�K�L�Q�J���� �W�K�H�� �I�L�U�V�W�� �W�Z�R�� �P�H�W�K�R�G�V�� �S�H�U�I�R�U�P�� �S�R�R�U�O�\���� �Z�K�H�U�H�D�V�� �W�K�H�� �F�X�E�L�F��

�+�H�U�P�L�W�H���L�Q�W�H�U�S�R�O�D�W�L�R�Q���P�H�W�K�R�G���S�H�U�I�H�F�W�O�\���P�D�W�F�K�H�V���W�K�H���G�D�W�D���D�W���H�D�F�K���S�K�\�V�L�F�D�O���Q�R�G�H�����,�Q���W�H�U�P�V���R�I���O�R�F�D�O��

�F�R�U�U�H�F�W�L�R�Q���F�D�S�D�E�L�O�L�W�\���� �F�X�E�L�F���V�S�O�L�Q�H���L�Q�W�H�U�S�R�O�D�W�L�R�Q���S�H�U�I�R�U�P�V�� �D�Y�H�U�D�J�H�O�\���� �D�Q�\�� �F�R�U�U�H�F�W�L�R�Q���X�V�L�Q�J���W�K�H��

�S�R�Z�H�U���L�Q�G�H�[�� �I�X�Q�F�W�L�R�Q�� �P�H�W�K�R�G�� �D�O�W�H�U�V�� �W�K�H�� �F�X�U�Y�H�¶�V�� �J�O�R�E�D�O�� �F�K�D�U�D�F�W�H�U�L�V�W�L�F�V���� �Z�K�H�U�H�D�V�� �W�K�H�� �F�X�E�L�F��

�+�H�U�P�L�W�H���L�Q�W�H�U�S�R�O�D�W�L�R�Q���P�H�W�K�R�G���S�R�V�V�H�V�V�H�V���H�[�W�U�H�P�H�O�\���V�W�U�R�Q�J���O�R�F�D�O���F�R�U�U�H�F�W�L�R�Q���F�D�S�D�E�L�O�L�W�\�����U�H�J�D�U�G�L�Q�J��

�S�K�D�V�L�F�� �U�H�S�U�H�V�H�Q�W�D�W�L�R�Q���� �W�K�H�� �I�L�U�V�W�� �W�Z�R�� �P�H�W�K�R�G�V�� �S�H�U�I�R�U�P�� �S�R�R�U�O�\���� �Z�K�L�O�H�� �W�K�H�� �F�X�E�L�F�� �+�H�U�P�L�W�H��

�L�Q�W�H�U�S�R�O�D�W�L�R�Q�� �P�H�W�K�R�G�� �S�H�U�I�R�U�P�V�� �V�W�U�R�Q�J�O�\���� �2�Y�H�U�D�O�O���� �W�K�H�� �F�X�E�L�F�� �+�H�U�P�L�W�H�� �L�Q�W�H�U�S�R�O�D�W�L�R�Q�� �P�H�W�K�R�G��

�R�X�W�S�H�U�I�R�U�P�V�� �W�K�H�� �R�W�K�H�U�� �W�Z�R�� �P�H�W�K�R�G�V�� �L�Q�� �W�H�U�P�V�� �R�I�� �P�R�Q�R�W�R�Q�L�F�L�W�\�� �D�V�V�X�U�D�Q�F�H���� �S�K�\�V�L�F�D�O�� �Q�R�G�H��

�D�J�U�H�H�P�H�Q�W���� �O�R�F�D�O�� �F�R�U�U�H�F�W�L�R�Q�� �F�D�S�D�E�L�O�L�W�\���� �D�Q�G�� �V�W�H�S�� �U�H�S�U�H�V�H�Q�W�D�W�L�R�Q���� �P�D�N�L�Q�J�� �L�W�� �P�R�U�H�� �V�X�L�W�D�E�O�H�� �I�R�U��

�F�K�D�U�D�F�W�H�U�L�]�L�Q�J���W�K�H���F�X�U�Y�H���F�K�D�U�D�F�W�H�U�L�V�W�L�F�V���R�I���S�K�\�V�L�F�D�O���T�X�D�Q�W�L�W�L�H�V�²�V�X�F�K���D�V���F�R�Q�W�D�F�W���V�W�L�I�I�Q�H�V�V�²�W�K�D�W��

�Y�D�U�\���F�R�Q�W�L�Q�X�R�X�V�O�\���Z�L�W�K���W�H�P�S�H�U�D�W�X�U�H���D�Q�G���G�L�P�H�Q�V�L�R�Q�V���D�Q�G���U�H�T�X�L�U�H���V�W�U�L�F�W���P�R�Q�R�W�R�Q�L�F�L�W�\���� 

�7�D�E�O�H���������&�R�P�S�D�U�L�V�R�Q���R�I���W�K�H���&�K�D�U�D�F�W�H�U�L�V�W�L�F�V���R�I���7�K�U�H�H���,�Q�W�H�U�S�R�O�D�W�L�R�Q���0�H�W�K�R�G�V 
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�0�R�G�H�U�D�W�H 

�&�K�D�Q�J�H���*�O�R�E�D�O��

�3�U�R�S�H�U�W�L�H�V 
�(�[�W�U�H�P�H�O�\���6�W�U�R�Q�J 

�3�K�D�V�H�G���(�[�S�U�H�V�V�L�R�Q �:�H�D�N �:�H�D�N �6�W�U�R�Q�J 

�$�V���V�K�R�Z�Q���L�Q���)�L�J�X�U�H�����������W�K�H���F�R�P�S�D�U�L�V�R�Q���F�X�U�Y�H�V���R�I���W�K�H���I�R�X�U���F�R�Q�W�D�F�W���V�W�L�I�I�Q�H�V�V���P�R�G�H�O�V���F�O�H�D�U�O�\��

�G�H�P�R�Q�V�W�U�D�W�H���W�K�H���V�X�S�H�U�L�R�U���S�H�U�I�R�U�P�D�Q�F�H���R�I���W�K�H���F�X�E�L�F���+�H�U�P�L�W�H���L�Q�W�H�U�S�R�O�D�W�L�R�Q���P�H�W�K�R�G�����S�X�U�S�O�H���V�R�O�L�G��

�O�L�Q�H�����L�Q���W�H�U�P�V���R�I���Q�X�P�H�U�L�F�D�O���F�R�U�U�H�F�W�L�R�Q�����7�K�H���R�U�L�J�L�Q�D�O���.�(�� �P�R�G�H�O�����E�O�D�F�N���G�D�V�K�H�G���O�L�Q�H�����H�[�K�L�E�L�W�V���D��

�V�W�H�H�S�����Q�R�Q���S�K�\�V�L�F�D�O���F�O�L�I�I���O�L�N�H���G�U�R�S���D�W���W�K�H���U�K�H�R�O�R�J�L�F�D�O���E�R�X�Q�G�D�U�\���P�D�U�N�H�G���E�\�� �W�K�H���Y�H�U�W�L�F�D�O���G�D�V�K�H�G��

�O�L�Q�H���� �Z�K�H�U�H�D�V�� �W�K�H�� �F�X�E�L�F�� �V�S�O�L�Q�H�� �L�Q�W�H�U�S�R�O�D�W�L�R�Q�� ���R�U�D�Q�J�H���U�H�G�� �V�R�O�L�G�� �O�L�Q�H������ �L�Q�� �D�Q�� �D�W�W�H�P�S�W�� �W�R�� �I�R�U�F�L�E�O�\��

�F�O�R�V�H�� �W�K�H�� �G�L�V�F�R�Q�W�L�Q�X�L�W�\���� �S�U�R�G�X�F�H�V�� �D�� �Q�R�W�L�F�H�D�E�O�H�� �G�R�Z�Q�Z�D�U�G�� �R�V�F�L�O�O�D�W�L�R�Q�� �L�Q�� �W�K�H�� �W�U�D�Q�V�L�W�L�R�Q�� �U�H�J�L�R�Q����

�W�K�H�U�H�E�\���G�L�V�U�X�S�W�L�Q�J���W�K�H���P�R�Q�R�W�R�Q�L�F���L�Q�F�U�H�D�V�H���L�Q���V�W�L�I�I�Q�H�V�V���Z�L�W�K���G�H�I�R�U�P�D�W�L�R�Q�����0�H�D�Q�Z�K�L�O�H�����D�O�W�K�R�X�J�K��

�W�K�H���S�R�Z�H�U���O�D�Z���I�L�W�W�L�Q�J���F�X�U�Y�H�����\�H�O�O�R�Z���V�R�O�L�G���O�L�Q�H�����U�H�P�D�L�Q�V���V�P�R�R�W�K�����L�W���V�K�L�I�W�V���X�S�Z�D�U�G���R�Y�H�U�D�O�O���L�Q���W�K�H��
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